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Kapitel 1

Einleitung

“Ein Gas, das aus ungéhr der gleichen Anzahl positiver und negativer freier Ladungen be-
steht (positive lonen und Elektronen) wird nach der uisiglichen Definition von |. Lang-
muir ein Plasma genannt.* (McGraw-Hill Encyclopedia of Physics)

Der Begriff Plasmabedeutet im Griechischen soviel wie “formbare Substanz* oder
“Gelee”. Irving Langmuir hat sich bei der Namensgebung vermutlich von seiner Arbeit mit
Quecksilberdampflampen inspirieren lassen: Das leuchtende ionisierte Gas tendiert dazu,
mit dem Lichtbogen den gesamten Raum in einer Lampe ailiéznifGoldston 98

Leuchtstofflampen sind aber nur ein Beispigl flas Auftreten von Systemen mit freien
Ladungen. In Abbildund..1 finden sich weitere Beispieléf das Vorkommen nichtrelati-
vistischer Plasmeh Sie sind eingeordnet nach ihrer Teilchendichte und ihrer Temperatur
— zwei der GoRRen, die Aufig in Verbindung mit dem Druck den Zustand eines Plasmas
beschreiben. Auéllig ist der groRe Anteil astronomischer Objekte in dieser Abbildung.
Tatsachlich befindet sich fast die gesamte baryonische Materie unseres Universums im Zu-
stand eines Plasmas. Nur jedes zehntausendste Teilchen ist neutral, und diese Partikel sind
dann auch noctaumlich z. B. in Planeten konzentriert. Die Untersuchung der Eigenschatf-
ten von Plasmen ist deshalb notwendiger Bestandteil, wenn solche Fragen wie Sternent-
stehung oder Aufbau von Planeten beantwortet werden sollen. Aber @aubre$ige An-
wendungen, wie z. B. Beleuchtungssysteme, die Sterilisation von medizinischen Apparaten
oder das in der Halbleitertechnologie so wichtigizen von Oberfichen, ist das Wissen

IFotos und Bildausschnitte aus
http://www.sternenphoto.de (Sonnenkorona), http://sochowww.nascom.nasa.gov (Sonnenkern),
http://www.lib.utexas.edu/pma (Jupiter), http://www.duaneloose.com (Brauner Zwerg),
http://www.ast.cam.ac.uk/HST/press/ (Weisser Zwerg), http://www-glast.sonoma.edu (AGN),
spaceflightnow.com (interstellares Gas), http://www.hd.org (Feuer), http://www.desy.de (Tesla),
http://www.physik.tu-muenchen.de/studium/aligemeines/motivation/ (Tokamak),
http://www.ciw.edu/lrn/monkey.htmli(StelleratorB¢nage 9p(Metalldrahtverdampfung),
[Nellis 99 (Experiment Weiret al)
eingeordnet in Anlehnung aRedmer 97.
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Abbildung 1.1: Verschiedene riatiche und Kinstlich erzeugte Plasmen in der Temperatur-
Dichte-Ebene.

um Eigenschaften von Plasmen wichtig.

Eine der @ir die Zukunft vermutlich wichtigsten Anwendungen, die schon seit langer
Zeit die Forschung an Plasmen vorantreibt, wird die Fusion von Wasserstoff zur Energiege-
winnung sein. Der Zustand eines einzelnen Atoms dieses Elements ist exakt berechenbar.
Uber das Verhalten von Wasserstoff als Vielteilchensystem wei? man hingegen sehr wenig.
Das gilt insbesonderéif den Bereich hoher Dichten, in denen aufgrund der langreichweiti-
gen Coulomb-Wechselwirkung Korrelationen zwischen Teilchen sehr grol3 webdertk
Das erschwert die Simulation sehr teurer Experimente, die auf die Fusion von Wasserstoff
zieler? ebenso wie die Modellierung astronomischer Objekte, deren Hauptbestandteil eben-
falls Wasserstoff ist.

2Beispiele sind die in Abbildung.1eingetragenen Tokamak- und Stelleratorexperimente



Entsprechend grof3 sind die Anstrengungen, Wasserstoff als Vielteilchensystem zu ver-
stehen. Von theoretischer Seite gibt es dazu eine Vielzahl voanfyan, da Wasserstoff
wegen seines einfachen Aufbaus — ein Proton, ein Elektron — gerne als Modellsystem un-
tersucht wird. Allein zur Bestimmung der Zustandsgleichuagrien hier nur einige wich-
tige Beispiele aufgéirt werden: Die Fugats- bzw. Aktivieitsentwicklung IRogers 70
De Witt 73 zur Bestimmung der freien Energie und daraus abgeleitetéR&yr, diefluid
variational theory(FVT) [Ross 83Juranek 0{) die ebenfalls auf die Bestimmung der frei-
en Energie abzielt, Integralgleichungsmethodiehifnaru 89, die Entwicklung und Er-
weiterung der Thomas-Fermi-Theori®dre 8§, Green-FunktionsmethoderKiaeft 89
und nicht zuletzt Simulationsmethoden wpath integral Monte Carlo(PIMC) oder
molecular dynamic simulationéMD), die auf Wasserstoffsysteme angewandt wurden
[Magro 96 Knaup 99 Militzer 01, Filinov 01]. Auf experimenteller Seite seien zur Be-
stimmung der Zustandsgleichung die Experimente genannt, di¢eiltig 83 Da Silva 97
Cauble 97Knudson 0] dargestellt werden.

Die Zustandsgleichung allein reicht aber nicht immer aus, uénBimene in Plasmen
zu erkBren. So hat z. B. Jupiter alsafdter Planet unseres Sonnensystems ein sehr grof3es
Magnetfeld, welches nur mit einer hohen elektrischen khitfkeit des inneren Plasmas
erklart werden kann. AuRerdem sind direkte Messungen der Zustandsgleichung schwierig.
Deshalb werden auch Eigenschaften untersucht, die eng mit dem Zustand eines Plasmas
verbunden sind: Transporteigenschaften.

Plasmen haben sehr charakteristische Transporteigenschaften. Der Grund liegt in der
Zusammensetzung: Durch die freien Ladungen reagieren diese Systeme z.dB3auf
re elektrische Felder oder Magnetfelder. Durch diélgr Reichweite der Coulomb-
Wechselwirkung reichen aber auch schon kleine Ladungsverschiebungen innerhalb des Sys-
tems, um die Bewegung von Teilchen waber die Entfernung derachsten Nachbarn
hinweg zu beeinflussen. Die Untersuchung von Transporteigenschaften wie z. B. der elek-
trischen Leithhigkeit ist deshalb ebenfalls einer der wesentlichen Schritte auf dem Weg
zum Verséndnis von Plasmen.

So gibt es z. B. Experimente zur Bestimmung der elektrischendkegkeit (Weir 96,
Ternovoi 99 Fortov 99 und der Reflektiviat [Celliers 0Q Cauble 0] von Wasserstoff. In
diesen Experimenten ist ein sehr interessantes Verhalten dieses Elements festgestellt wor-
den: Wasserstoff, ein Isolator, kann unter bestimmten Bedingungen Eigenschaften aufwei-
sen, die denen einfacher Metalianlich sind. Das erkt z. B. das Magnetfeld Jupiters.

Die Ursache ifir diesen Nichtmetall-Metalllbergang ist ungektt, obwohl es eine Reihe
von Ideen gibt. Auch in dieser Arbeit werderbgliche Ursachen — Druckionisation und
Hopping — anhand der elektrischen Lalfgkeit von Wasserstoff untersucht.

Anlass dieser Arbeit waren aber andere Experimente: Seit 1994 wurden in Draht-
verdampfungsexperimenten systematisch Metallplasmen auf ihre elektrisch&higgitf
keit hin untersuchtDeSilva 94 Kloss 96 DeSilva 98 DeSilva 99 Krisch 98 Benage 99
Haun 01h Saleem O]l Gleichzeitig liegen mittlerweise zu fast allen Edelgasen Daten
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fur die elektrische Lei#thigkeit vor, die in Schockwellenexperimenten gewonnen wur-
den [vanov 76 Mintsev 79 Mintsev 8Q Gatilov 85 Popovich 9QUrlin 92, Dolotenko 97
Glukhodedov 99Mintsev 0Q Shilkin 02. Der Dichte- und Temperaturbereich, in dem die-
se Experimente stattfanden, ist relativ grof3, siehe als Beispiel die Drahtverdampfungsexpe-
rimente in Abbildungl.l Viel interessanter werden sie jedoch dadurch, dass sie genau im
Uergangsbereich zwischen idealen und nichtidealen Plasmen liegen, der in AbHildung
durch die giinen und blauen Linien gekennzeichnefigliese Daten eignen sich als MaR-
stab, wenn eine Theorie auf ihreiffigkeit in diesemUbergangsbereich getestet werden
soll.

Solch ein theoretischer Zugang zu Transporteigenschaften idtimgare Response
Theorie(LRT) in der Formulierung von Zubare¥{ibarev 74Zubarev 9. Sie reiht sich in
eine Vielzahl theoretischer Untersuchungen der Transporteigenschaften von Plasmen ein,
die mit den Arbeiten von Lorent4 prentz 09, Debye Debye 23 und Chapman/Enskog
[Chapman 3pPbegannen und in der Arbeit von Spitzer undrdh zu vollséndig ionisierten
Gasen $pitzer 53 vor ziemlich genau 50 Jahren einen Meilenstein fanden. Weitere wich-
tige Zugange, die seitdem entwickelt wurden, sind die Ziman-Thedtiegn 61 mit Er-
weiterungen, die sich beispielsweise Ririker 83, [Ichimaru 83 oder [Perrot 87 finden,
Zugange innerhalb der kinetischen Theorierdmp 83 Schlanges 84Kosse 02 Lee 84
Desijarlais 01 oder Zugangeuiber Strom-Strom-Korrelationsfunktionelybo 57, die in-
zwischen sehr erfolgreich bei MD-Simulationen von Aluminiumplasmen angewandt wor-
den sind Desjarlais 02Recoules OR

Die LRT wurde hier in Rostock mit entwickelt. Sie ist bereits erfolgreich ver-
wendet worden, um dynamische Eigenschaften von Plasmen zu beschreiben, siehe
z. B. [Ropke 98a Ropke 98B, [Reinholz 0Q oder [Selchow 0]. Auch Transporteigen-
schaften im statischen Fall, wie die elektrische (Gleichstrom-)ileigkeit, standen be-
reits im Mittelpunkt des Interesses, siehe z.Me[ster 82, [Hohne 84, [Reinholz 9% oder
[Redmer 99 Diese Arbeit ergnzt mit einer systematischen Untersuchung der Transportei-
genschaften von Edelgasen und Metallplasmen die bisher erfolgten Anwendungen der LRT.
Ziel ist es, anhand von Vergleichen mit experimentellen Daten zu zeigen, das innerhalb der
Linearen Response Theorie in Kombination mit dem Modell des partiell ionisierten Plasmas
(PIP) Transporteigenschaften insbesondere von nichtidealen Plasmen gut berechnet werden
kdnnen.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zuachst grundlegende Begriffe géki, in im Verlauf dieser Arbeit
immer wieder bedtigt werden. Es folgt in Kapited die Erlauterung der beiden wichtigen
Methoden der schnellen Drahtverdampfung und der Schockwellenexperimente mit denen
Transporteigenschaften von Plasmen gemessen wurden.

3Die genaue Bedeutung dieser Linien wird in Kapiel geklart.



In Kapitel 4 wird die Lineare Response Theorie in der Formulierung von Zubarev und
ihre Anwendung auf die Berechnung von Transporteigenschaften dargestellt. Wieidie daf
notwendige Zusammensetzung im Modell des partiell ionisierten Plasmas festgelegt wird,
wird am Beispiel von Beryllium in Kapited erlautert. Hier wird auch der erste Vergleich mit
Experimenten durchgeéhrt: Die Ergebnisse des PIP-Modells werden mit experimentellen
Daten zum mittleren lonisationsgrad von Beryllium naGthenzer 03 sowie mit Ergebnis-
sen anderer Zustandsgleichungen verglichen.

In Kapitel 6 wird die Kombination aus LRT und PIP-Modell auf Edelgase und Me-
talle angewandt. Vergleiche mit den bereits genannten Experimenten werden diinchgef
und Ergebnisselir Eigenschaften wie die Wmeleithhigkeit, Thermokraft und Reflekti-
vitat angegeben. Kapitél dient der Vorstellung von Verbesserungsgtichkeiten der in
dieser Arbeit benutzten Theorie. Und in KapigWwird schlielich Wasserstoff betrach-
tet. Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf der &nkthg des experimentell gefundenen
Nichtmetall-MetallUbergangs.

Da diese Arbeit vielleicht auch helfen soll, sich in die LRT einzuarbeiten, sind in An-
hangC einige Rechnungen aligfrlich dargestellt, wie die entstehenden Korrelationsfunk-
tionen ausgewertet werden. Eihnliches Argument giltifr KapitelD, in dem einige Grund-
lagen zur Berechnung von Transportquerschnitten dargestellt werden. Auch teadiget
einer vertieften Darstellung. In diesem Fall wird&rert, wie Pseudopotentiale berech-
net werden. Die anderen Kapitel des Anhangs beinhalten Tabellen zu Materialparametern
bzw. eine ganze Reihe von Bildern, die der Dokumentation der Ergebnisse dienen.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Plasmaparameter

Zusatzlich zu den Zustandsgfeen Temperatur und Dichte sind in Abbilduhg zwei wei-
tere dimensionslose Parameter eitigef die ein Plasma beschreiben. Der Kopplungspara-
meterl” (blaue Linien) ist gegeben durch das \é&this potentieller zu kinetischer Energie

der vorhandenen lonen
r— @ _ (Zie) i
Exin  4TEori kgT’
die im Fall der Abbildungl.1 ausschlie3lich mit der Ladurng = 1 angenommen worden
sind. Der mittlere Abstand der lonen ist durch den Wigner-Seitz-Radius

= (4;“"‘)_1/3 22)

(2.1)

gegeben. In einem idealen Plasma wie der intergalaktischen Materie sind démddster
Teilchen sehr grof3. Hinzu kommt eine hohe Temperatur, sodass die Bewegung der Plas-
mapartikel, und hier insbesondere der lonen, wenig von den Nachbarn beeinflusst wird.
Fur solcheschwach gekoppelten Plasmish die potentielle Energie klein geg@per der
kinetischen Energie und danfit< 1. Rir grof3e Dichten und/oder kleine Temperaturen ist
I > 1. In diesem Fall dominiert die potentielle Energie und das Verhalten der lonen wird im
Wesentlichen durch ihre Wechselwirkung untereinander bestimmt. Man spriclstadn
gekoppelten Plasmeitypische Beispiele derartiger Plasmen finden sich in massiven kos-
mologischen Objekten wie dem Inneren von Jupiter.

Der Paramete® (griine Linien in Abbildungl.l) ist gegeben als das Veihnis von
kinetischer Energie der Elektronen zur Fermienergie

_ ksT

L ~2/3
0= E = kT (3rng) 23, (2.3)
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Er ist damit ein MaR iir den Entartungsgrad des Elektronensysteris:kkeine Elektro-
nendichten und/oder hohe Temperaturen ist die Fermienergie viel kleiner als die kinetische
Energie © > 1). Die Elektronen beeinflussen sich wetiger ihre Wellenfunktion, das
Elektronensystem ist nicht entartet. Anders bei hohen Dichten und/oder kleinen Tempera-
turen: Hier kann die kinetische Energie auch kleiner werden als die Fermien®rgi€l).
Das fihrt dazu, dass nur Zuistde bis zur Fermienergie besetzt werden. In diesem Fall ist
das Elektronensystem entartet.

Fur die Entscheidung der Frage, ob Teilchen noch als klassisch betrachtet werden
kbnnen - also z. B. der Boltzmann-Statistik folgen - wird als einfachbedung Rufig
auch der Vergleich zwischen mittlerem Teilchenabstarid® als typisch klassischerédnge
zur thermischen de Broglie-Wellegirige

2_“%2 1/2
A= (kBT m) (2.4)

herangezogen. Befindet sich in einer Bvkweniger als ein (klassisches) Teilchemf <

1), ist die thermische Welleahge als charakteristische quantenmechaniscb@eGklei-

ner als der Teilchenabstand. In diesem Fall kann man von klassisch betrachtbaren Teilchen
ausgehen. Das ist insbesondere bei Partikeln mit grol3en MasdenFall, wvahrend Elek-

tronen in der Regel quantenmechanisch betrachtet werdesan.

2.2 Wechselwirkungen zwischen Plasmapartikeln

Die Grundlage jeder Wechselwirkung zwischen zwei geladenen Teilchen 1 und 2 eines
Plasmas ist das Coulomb-Potential

212,64 1
sz(r) = Ao T (2.5)
mit seiner Fourier-Transformierten
17,64 1
sz(Q) = 870@ (2.6)

Z; und Z, sind dabei jeweils die Ladungen der Teilchen 1 und 2 in Einheiten der Elektro-
nenladungg, r ist der Abstand beider Teilchen ugglist die dielektrische Konstante.

Ein erster Effekt, der diese pure 2-Teilchen-Wechselwirkung modifiziert, ist die Ab-
schirmung von Ladungen: Im Plasma bilden sich um positiv geladene lonen Elektronen-
wolken, die die unendliche Reichweite des Coulomb-Potentials aldsttem und effektiv

1Der Begriff Coulomb-Potentiatvird in dieser Arbeit im Sinne der potentiellen Energie eines geladenen
Teilchens im Feld einer anderen Ladung benutzt. Entsprechendes giltiaaidere Wechselwirkungen, die
als Potentialbezeichnet werden.
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endlich werden lassen. Das Potentiat) ergibt sich als bsung der Poisson-Gleichung

2V (r) __nhn (2.7)
€0
mit der Ladungsverteilung(r). Ausgehend von einer kugelsymmetrischen Boltzmann-
Verteilung der Elektronen(r) = neexp—BV ()] ~ ne[L—BV(r)] (B = (ksT)~1) ergibt sich
zum Beispiel das bekannte Debye-Potenfilpye 23

217,641
Vll?z(r) = g Fe ¥

(2.8)

mit der klassischen inversen Debye-Abschiangex

K=kS=rgt =/ sir;?l' : (2.9)

Die entsprechende Fourier-Transformierte ist

212,¢ 1
Vo (g) = ——— —. 2.10
172(q) €0 q2+K2 ( )
Abschirmungseffekte in einem Plasma haben in der Regel dynamischen Charakter.
Das heif3t, dass sie nicht nur vom Abstand der betrachteten_.Ladung (bzw. in der Fourier-
Transformation vom Impuls), sondern auch von der zeitlicAaderung der Ladungs-
verteilung (Frequenzv) ablangen. Die Poisson-Gleichun@.7) musste entsprechend

zeitabltangig gebst werden.
|
>

Veﬁ‘ VC VC H Veff VC VC HRPA Veff

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung der Definition der abgeschirmten Wechselwirkung
zweier Teilchen in Anlehnung aiW\[ierling 97] sowie die erste Bherung fir die Polarisati-
onsfunktionfT.

Abschirmungseffekte in einem Plasmariken aber auch mit Hilfe der dielektrischen
Funktion£(q, w) beschrieben werdenDas abgeschirmte Potential ergibt sich in diesem
Fall durch

Vel (q) = E(qlu))vfz(q» (2.11)

Zsiehe dazu z. BI§himaru 86 Kraeft 86 Wierling 97]
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Abbildung 2.1 zeigt in einer graphischen Darstellung, welche Gleichung die dielektri-
sche Funktion bestimmt. Die aus{tfe Ellipse stehtiiir die Polarisationsfunktiofl. Sie
zeigt die Propagation eines Elektrons bzw. eines Loches unter Einfluss des Potentials. In
erster Niherung Bnnen die Wechselwirkungen von Elektron und Lochhwend der Pro-
pagation vernachbksigt werden. Dieseandom phase approximatiqiRPA) fuhrt auf eine
dielektrische Funktior(q,w) = 1—V<(q)M(qg,w), die im hier interessierenden statischen
Grenzfallw — 0 zu 5

erpa(Q, 0 — 0) = 1+:2 (2.12)

wird. Das abgeschirmte Potential, das sichsnita nach GleichungZ.11) ergibt, entspricht
dem Debye-Potential(10 mit einer modifizierten inversen Abschirange

S if)z,éﬂ/zmu:é’), B=(keT) ™ (2.13)
Die Abschirmbnge ergibt sicliiber die Fermifunktior_; » (C.6) unter anderem aus dem
idealen chemischen Potential der EIektrop@r{Arista 84. Sie besitzt die Eigenschaften,
sowohl die klassische Debye-Abschigmbe 2.9) im Niederdichtegrenzfall zu reprodu-
Zieren, als auch den Fall vol#stdiger Entartung mit der entsprechenden Thomas-Fermi-
AbschirmBnge. Die RPA tihrt demnach auf eine Verbesserung der klassischen Debye-
Naherung fir die Abschirmung von Ladungen in einem Plasma, weil &ido&liebige Ent-
artung des Elektronensystemdtig ist. Im Folgenden sei deshalb vorausgesetzt, dass sich
der inverse Abschirmradius stets na2til@ berechnet.

Wechselwirkungen von geladenen mit neutralen Teilchen, wie sie in einem partiell io-
nisierten Plasma zum Beispiel in Form von Atomen auftrei@mlen, lbnnen im Wesent-
lichen analog zu der Interaktion zweier Ladungen betrachtet werden. Auch hier gibt es
ein reines 2-Teilchen-Potential, dass in diesem Fall von der Dipolpolarisierbagkdis
Neutralteilchens alingt. Im Medium kommt es wieder zu Abschirmungseffekten, was zu
abgeschirmten Polarisationspotentialéhrt. Beispiel sei hier dielir die Transporteigen-
schaften im Plasma wichtige Wechselwirkung zwischen Elektronen und Neutralteilchen
[Redmer 87

ez(Xp

2(41e0)2(r2 +rd)
Die inverse Abschirndingek in Gleichung 2.14) berechnet sich wieder nach Gleichung
(2.13. Der cutoff-Radius ist ein effektiver atomarer Radiudrfdie Streuung von Ladun-
gen an neutralen TeilchenliFdas Wasserstoffatom ist dieser Wert berechenbat:1.45
ag. Fur alle anderen Atome sind Approximationeitig. Eine erste [herung ist der Radius
des freien Neutralteilchens. Eine anderghrung, dieiir die Streuung einer klassisch zu
betrachtenden Ladung an einem Neutralteilchen entwickelt wurde, ist Naitlenan 59

gegeben durch
B op \1/4
= (5717%) (2.15)

VER(n) = — 5 exp(—2Kkr)(1+kr)% (2.14)
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mit der Kernladungszahf der Neutralteilchen und ihrer Dipolpolarisierbarkeit. Der
cutoff-Radius ergibt sich in dieserdierung in Einheiten der Bohr'schen Radan Ent-
sprechend mussp in atomaren Einheitera§) angeben werden.

Die bisher beschriebenen Wechselwirkungen gelten im Gruimdewei Teilchen, die
sich stets am gleichen Ort befinden. Allgemein gilt diediriizh nicht. Die beiden Teil-
chen 1 und 2 propagieren im Raum, beeinflussen sich dabei gegenseitig und enden in den
Zustinden 1’ und 2’, siehe Abbildung.2 Die effektive Wechselwirkung, die einen sol-

Abbildung 2.2: Allgemeine Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen

chen Streuprozess beschreibt, mubsr eineTransfer-Matrix(T-Matrix) T entsprechend
(12|T|1'2') beschrieben werden. Die Green-Funktionstechnikogiioht einen systema-
tischen Zugang zu &herungenir die T-Matrix, siehe z. B.Ebeling 76 Kraeft 8. Eine
mogliche Approximation ist die Summatidrber einfache Wechselwirkungen entsprechend
Abbildung2.3. DieseLeitermaherungentspricht einer geometrischen Reihe uildrf auf

TTT WOl 1T

Abbildung 2.3: Graph. Darstellung der 2-Teilchen—T-Matrix in Leidrerung

T(w) =Vi2+Vi2 T(w) (2.16)

w—HP, +ie
mit dem HamiIton-Operatohﬁlﬁ2 der beiderfreien Teilchen 1 und 2 und dem abgeschirm-
ten PotentiaVy » zwischen diesen beiden Teilchen zu einem festen Zeitpgnkiie erste
(Born’sche) Niherung dieser 2-Teilchen—T-Matrix in Leité@trerung ist das einfache abge-
schirmte Potential, das zum Beispiel durch das Debye-Potedtid) (gegeben ist.

2.3 Transportphanomene

In einem sich selbdiiberlassenes System steigt die Entropie, bis sich ein thermodynami-
sches Gleichgewicht einstellt. Vorhande@eimliche Inhomogeriten innerhalb des Sys-
tems, wie zum Beispiel Temperatur- oder Dichtegradienten, werden durch diesen Prozess
ausgeglichen. Je nach Art der Inhomogénkommt es zum Transport von zum Beispiel
Warme oder Teilchen. Transportisiomene &nnen auch durchulRere Strungen auf ein
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System ausgébkt werden — Beispiel sind solche Reaktionen wie LadungstranspéBei

ren elektrischen Feldern oder Ringstre bei der Einwirkung von Magnetfeldern. In Syste-
men, in dener@ulRere Grenzen keine Rolle spielen, weil sie zum Beispiel an ein Reservoir
gekoppelt sind, dass transportierte Teilchen ersetzt bzw. absorbiert, sind zeitlich konstante
(oder zumindest periodische)dtingen Ursacheif die Ausbildung quasi-statiéner Aus-
gleichsprozesse wie konstanter elektrisched 8.

Transportkoeffizientebeschreiben quantitativ die Eigenschaften eines Systems hin-
sichtlich verschiedener Transportprozesse. So kann die direkte ReaRespgnsedes
Systems auf ein@u3ere Strung beschrieben werden. Transportkoeffizienten geben aber
auch an, wie sich Transportprozesse innerhalb des Systems gegenseitig beeinflussen.

Unter der Voraussetzung, dass einér8hgen nur eine kleine Auslenkung aus dem
Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts bewirkt, kann eine lineare Response des
Systems angenommen werden. Das heilt, dass der resultierendg;StrerSumme von
Einzelstbmen ist, die jeweils proportional zu entsprechendeustgenX ; sind:

ji=) cijXj. (2.17)
J

Als Beispiel sei hier ein Plasma betrachtet, in dem ein konstanter Temperaturgfadient
vorliegt und auf das ein konstantes elektrisches Eeldrkt. Zunachst einmal verursachen
das elektrische Feld einen elektrischen Stijgm= j1 = ¢11E und der Temperaturgradient
einen Warmestronjq = j2 = C22LT. Gleichzeitig gibt es aber auch Kreuzeffekte: Mit den
Ladungen, die sich aufgrund des elektrischen Feldes bewegen, wird gleichzaitigeW
transportiert. Analog findet der &¥metransport mit einem Bewegen von Ladungen, also
einem elektrischen Strom, statt. Dementsprechend gilt

je = CuE+c0T, (2.18)
jq = Cx1E+cpoT.

Die aus pRAnomenologischen Betrachtungen gewonnenen Onsager-Relationen
[Onsager 3L verlangen bei Abwesenheit von Coriolis- und Lorentzaien symme-
trische Koeffizienterci; = cji. Fur die Wahl{E,OT} als Ausdiicke der SirungenX;

und X, gelten diese Beziehungen nicht. In Anlehnung @& Groot 62 seien deshalb die
Beziehungen4.18 verandert zu

aT
-
Transportkoeffizienten, die letztlich gemessen werden, sind bei dem hier betrachteten Sys-
tem die elektrische Leiffhigkeito und die WarmeleithigkeitA. In Anlehnung an das
Ohm’sche Gesetg| = oE wird o in Systemen ohne Temperaturgradienten gemessen. Die
WarmeleithhigkeitA wird in der Regel bestimmt, wenn bei angelegtem Temperaturgradi-
enten in einem System kein elektrischer Strom mehr flipR&(0). Fur letzteren Zustand

. aT .
jer = €L11E — ele?, Jg=elnE—Ly (2.19)
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kann als Transportkoeffizient auch die Thermokraéls Proportionalétsfaktor zwischen

E undOT definiert werden. Mit Gleichung2(19 lassen sich die elektrische Léitfigkeit,
Warmeleithhigkeit und Thermokraft mit Hilfe der Onsager'schen Transportkoeffizienten
Li; ausdiicken:

2
0= €Ly, )\:_Il_(ngtﬁ), K:ethi. (2.20)
Zusatzlich zu diesen Transportkoeffizienten lassen sich innerhalb des Drude-Modells
aus der Gleichstromle#thigkeito = o(0) Ruckschiisse auf das Reflexionsverhalten zie-
hen und umgekehrt, siehe z. Blaickson 75Born 8. Der ReflexionskoeffizienR eines
Plasmas &ngt im Wesentlichen von den Eigenschaften des Elektronen-Systems, und dabei
insbesondere von der Plasma-Frequenz

, N
= 2.21
W= ome (2.21)
ab. Die Fresnel-Formel )
1-Z(w)
R(w) = 2.22
(@) =177 (2.22)

verbindet die Reflektivit mit der ImpedanZ des Systems in Akiingigkeit von der einge-
strahlten Frequen. In der langwelligen Grenze ergibt sich

B VeE(w)—1
RO = e+ 1

mit der komplexen, von der Stol3frequenablangigen dielektrische Funktion

=1 (,0‘2)| =1 i 2.24
g(w) = " et ivia)] +®0(w). (2.24)

2
(2.23)

Diese dielektrische Funktion ist die Grenze \&xpa (2.12) fur g — 0. Hergeleitet aus der
Losung der Schwingungsgleichunigy fdie Elektronen, die als gathpfter harmonischer
Oszillator betrachtet werderDfude 1890, verbindet dieDrude-Formeldie dynamische
(optische Leitfahigkeito(w) mit der Gleichstromleitihigkeito(0)

-1
(2.25)

o(w) = o(0) [1— iEO(:)zo(O)

pl

Die StoR3frequenz wird entsprechend im statischen Grenzfalv(0) benutzt. Die Glei-
chungen2.23 und .25 ergeben eine erstedkierung iir die Reflektivitt.
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2.4 Nichtmetall-Metall-Ubergange

Eines der interessantestendRbmene, die in Bezug auf Transporteigenschaften diskutiert
werden, ist deNichtmetall-MetallUbergang(NMU). Er beschreibt einen Prozess, in dem

ein System nichtmetallische Eigenschaften verliert und stattdessen Merkmale aufweist, die
typisch sind &r Metalle. Das heif3t nicht, dass diese Systeme nach einetd Wivklich

Metalle sind. Eine solche Festlegung ist nur Bei 0 moglich: Im Gegensatz zu Nichtme-
tallen leitet ein Metall beT = 0 elektrischen Strom. In Anlehnung an diese Definition eines
Metalls wird der NMJ in der Regel auch in Systemen rfiit> 0 einem Isolator-Metall-
Ubergang gleichgesetzt. Das bedeutet eine Definiituer die elektrische Le#thigkeit. Es

ist aber auch riaglich, andere metallische Eigenschaften wie hohes Reflexionggemtir

den Nachweis eines NMheranzuziehen.

Experimentell sind Nichtmetall-Metalifoergange und (teilweise) ihre Ursachen bereits
in verschiedenen System bBi~ 0 nachgewiesen. E@tnt seien hier z. B. NMe in ver-
schiedenen Metall-Oxiden: bei NiO erfolgt der NVbei Ertbhung des Drucks, bei @4
ist eine Umverteilung von Ladungen zu beobachten, in EuO verschwindet die wegen Spin-
Polarisation auftretende Bandaufspaltung bei der ferromagnetischen Curie-Temperatur.
Teilweise nnen Nichtmetall-Metalidbergange auch durch eine \#&rderung der Mo-
lekile selber induziert werden, wie z. B. beilLaSrCoO [Rao 89 Edwards 9% Fir Was-
serstoff konnte der vorausgesagieergang vom isolierenden molekularen Kristall zum me-
tallischen monoatomaren Kristall bEi— O [Wigner 35 bisher nicht begitigt werden: Ex-
perimente im Diamantstempelverfahren zeigen, dasBiucke bis zu 350 GPa 3.5 Mbar
kein Nichtmetall-MetallUbergang in Wasserstoff b&i~ 0 stattfindet Mao 94. Dennoch
gibt es Evidenziir metallischen Wasserstoff: Mit dem bereits in der Einleitungadmten
Experiment von Weirt al [Weir 96 wurde nachgewiesen, dass Wasserstoff und Deute-
rium bei Temperaturen von etwa 2500 K undibken um die 140 GPa — das entspricht
einer Dichte von etwa 0.65 g/cw- elektrische Leitihigkeiten aufweisen, die denen einfa-
cher Metalle entsprechen. Wasserstoff (bzw. Deuterium) ist bei diesen Temperaturen weder
Kristall, noch kann eine eindeutige Zuordnung zu Metall oder Isolator stattfinden. Dennoch
sind diese Messungen Nachweis einesvh Sinne eines Isolator-Metallbergangs bei
T>0.

Die theoretische Diskussion um Nichtmetall-Metdlbergainge und ihre Ursachen ist
im Vergleich zu den experimentellen Nachweisen schon seht Béreits die Arbei-
ten von GoldhamerGoldhamer 1Jlund Herzfeld Herzfeld 27 lieferten, ausgehend von
Clausius-Mosotti'schen Zusammenhang zwischen atomarer Polarisierbarkeit und dielek-
trischer Funktion, erste Hinweise und Kriteridir Nichtmetall-MetallUbergange in Di-
elektrika: Mit steigender Teilchendichitebewirken die Vielteilchenwechselwirkungen eine
Anderung der atomaren Polarisierbarkejtum einen Faktofl — (411/3)na] .. Bei einer

3Sjehe dazu z. B. die Reviewslptt 90] oder [Edwards 95
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gewissen Grenzdichte, gegeben durch das Herzfeld-Kriterium

4—nna0 =1 (2.26)

3

divergiert formal die resultierende PolarisierbarKeies wird mit dem Freisetzen der ge-
bundenen Valenzelektronen k.

Die steigende Teilchendichte und damit ein verkleinertes Volumen pro Teilchen ist auch
bei Mott [Mott 49, Mott 90] die Ursacheifr einen NMJ bei T = 0: Der (nicht)metallische
Zustand eines Kristalls aus wassersibfilichen Atomen mit Radiuagy hangt in diesem
Modell vom Gitterabstand ab. Die Elektronen sind im isolierenden Zustand durch das abge-
schirmte Coulomb-Potential (8) mit Thomas-Fermi-Abschirmradius an das einfach gela-
dene lon gebunden. Das Verkleinern des Gitterabstands und das damit verbundéres Erh
der Elektronendichtre fiihrt zu einem Absenken des Abschirmradius. Ab einer bestimmten
Dichte ne = n kann das Potential der lonen die Elektronen nicht mehr an einen bestimm-
ten Gitterplatz binden: Es entsteht ein System frei beweglicher Elektronen, die typisch sind
fur Metalle. DerMott-Ubergangvom nichtleitenden zum leitenden Zustand des Kristalls,
gekennzeichnet durch das Aufbrechen der Bindungamdstder Elektronen, ist diskonti-
nuierlich. Die Grenzdichte ergibt sich nadi¢tt 90] aus

n*3ay =0.2. (2.27)

Weitere Standardmodelle, die die Lokalisierung von Elektronen, und damit/ten
gang eines Systems vom Metall zum Isolator &r&h, sind:

o die Wignerkristallisation\Vigner 38: bei T = 0 wird die Dichte eines metallischen
Kristalls verkleinert. Die Elektronen bilden aufgrund der herrschenden Coulomb-
Felder feste Strukturen.

e das Anderson-Modell Anderson 58 Durch Unordnungseffekte im Kristall bei
T 2 0 wird die Bandstruktur der gebundenen Zuste modifiziert. Festzulegende
Mobilitatskanten unterscheiden zwischen lokalisierten und freien Elektronen.

e der Mott-HubbarddJbergang Hubbard 64 Mott 90]: Bei T = 0 filhrt die Wechsel-
wirkung zweier Elektronen aeinem Gitterplatz zur Bandaufspaltung. Der dich-
teablangige energetische Abstand beideéinBer Gap) fuhrt auf dichteabéngige
isolierende, halbleitende oder metallische Zuste.

Alle diese Modelle gelten, wenn nicht b& = 0, so doch zumindest béi =~ 0. Sie
sind deshalb nicht ohne weiteres auf WasserstoffTbei 2500 K Ubertragbar. Dennoch
bauen Modelle, die den experimentell gefundenentNi Wasserstoff erfdren, teilweise
auf dieseUberlegungen zu Nichtmetall-Metdllbergangen auf. So kann der oben beschrie-
bene MottUbergang auch so interpretiert werden: Der energetische AbEBtapdwischen

“4Dieser Prozess wird audtolarisationskatastrophgenannt
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Valenz- und Leitungsband — das entspricht der Bindungsenergie der Elektronen —wird in ei-
nem Kristall beil = 0 mit zunehmender Dichte kleiner. B&j,p= 0 wird das Leitungsband
besetzt und damit der typische Zustand eines Metalls erreicht. Dieses Konzbphdegap
closureist aus der Festirpertheorie gut bekannt und gilt dort au¢in Temperatureit # 0.

Der Mott-Ubergang kann aber auch auf ungeordnete Systdresragen werden: Dazu
muss der konstante Abstand der Teilchen durch einen mittleren Abstand ersetzt werden, der
z. B. durch den Wigner-Seitz-Radiu®.2) gegeben ist. Auch die Abschirémige ist nicht
mehr die Thomas-Fermi-Abschirémige, sondern muss z. B. m&t. {3 berechnet werden.

Der Mott-Ubergang ist in diesem Fall so zu verstehen, dass mit zunehmender Dichte die
Bindungsenergie der Elektronen gegen null tendiert und dadurch eibbtertonisation
auftritt (Druckionisation).

Auch die Erkhrung des NN in Wassersstoff innerhalb dePerkolationstheorie
[Likalter 99 baut auf den oben beschriebenen Mdtiergang auf. Der Unterschied ist,
dass das Konzept des Aufhebens der Coulomb-Anziehung nicht idetmiich homogen
betrachtet wird, sondern die Wasserstoffatome und -niikdelKetten bilden, entlang derer
die Elektronen frei beweglich sind.

In dieser Arbeit wird die Druckionisation als Egling des Nichtmetall-Metalltber-
gangs in Wasserstofiamer betrachtet (Kapit&.2). Neben dem Aufbrechen von Bindungs-
zustinden der Elektronen haben Quanten-Molekulardynamik-Simulationen aber auch ge-
zeigt, dass in Wasserstoff, wie er in den Experimenten von &eif. erzeugt wurde, star-
ke Ladungsfluktuationen auftretedrinen. So suchen sich z. B. die Atome der Mdélek
innerhalb weniger Schwingungsperioden neue Bindungspaiteapgky 97. Elektronen,
die auf kurzen Zeitskalen Zustde in der he der Fermienergie besetzetinken unter
Bildung vonH~-lonen von einem Atom zumachsten bipfen. Bei einem vorhandenen
aulieren elektrischen Feld kann dieBeppinggerichtet sein und damit einen Aislichen
Stromfluss erzeugen. Auchirfdiesen Anteil zur elektrischen Leithigkeit wird in dieser
Arbeit eine quantitative Abs@tzung angegeben.

2.5 Zwischenbilanz

In diesem Kapitel sind grundlegende Begriffe geklworden, die Plasmaeigenschaften,
den Transport und die Wechselwirkungen in einem Plasma sowie dasoflen des
Nichtmetall-MetallUbergangs betreffen. Diese Begriffe werden im weiteren Verlauf der
Arbeit immer wieder aufgegriffen und sind deshalb zum weiteren &adstis wichtig.

Zum Verstindnis dieser Arbeit géint aber auch ein Einblick in die experimentellen
Methoden, mit denen Transporteigenschaften in Plasmen untersucht werden. Dazu dient
das rachste Kapitel.



Kapitel 3

Transporteigenschaften im
Experiment

Sollen Transporteigenschaften eines Plasmas experimentell untersucht watiedie f
Wabhl relativ schnell auf die elektrische Léitfigkeit, da Strom- und Spannungsmessung
experimentelle Standardtechniken sind. So verwundert es nicht, dass in einem der ersten
Experimente lvanov 76, in denen der Einfluss der Nichtidedliteines Plasmas auf des-
sen Transporteigenschaften untersucht wurde, die elektrischahigkeit die gemessene
GroRRe war.

Edelgase galten bereits damals als gute Kandidaten, um nichtideale Plasmen zu erzeu-
gen: Sie bilden keine Moléle, die die Auswertung des Experiments hinsichtlich des Ein-
flusses der Nichtidea#t im Vergleich zur Spitzer-Theori&pitzer 53 erschweren &nnen.
Insbesonderdir Xenon war aul3erdem zu erwarten, dass wegen der relativ niedrigen lonisa-
tionsenergie eine hohe Elektronendicht&hnend des Experiments erzeugt werden konnte.

Zur Erzeugung nichtidealer Plasmen durch lonisation ist es notwendig, ausreichend
Energie bereitzustellen. lvanat al. nutzten dazu eine dynamische Methode, die heu-
te zum Standard bei der Untersuchung von Zustarif&gr und Transporteigenschaften
nichtidealer Plasmen geworden ist: Die Erzeugung von Schockwellen im untersuchten
Material. Diese Technik ist z. B. in den letzten Jahren benutzt worden, um, mit Aus-
nahme des radioaktiven Radon, die elektrischen &ligfkeit aller Edelgase zu mes-
sen. Mintsev 79 Mintsev 8Q Urlin 92, Mintsev 0Q Shilkin 02 haben Xenon untersucht,
[Gatilov 85 Popovich 90 Shilkin 02 Argon, [Glukhodedov 99 Krypton, und zu Heli-
um gibt es Experimente von Mintsev, Ternovoi und ShilkMirjtsev 97 Ternovoi 02
Shilkin 02 Mintsev 03. Auch das Experiment zur elektrischen Laltigkeit von Wasser-
stoff und Deuterium\Veir 9¢ ist ein Schockwellenexperiment.

Eine Alternative, nichtideale Plasmen zu erzeugen, ist die Technik der schnellen Draht-
verdampfung. Seit 1994 sind mit dieser Methode in erster Linie verschiedene Metall-
plasmen auf ihre elektrische Légitiigkeit hin untersucht wordemgSilva 94 Krisch 98

16



3.1. SCHOCKWELLENEXPERIMENTE 17

DeSilva 99 Benage 99Haun 01b Saleem 0], aber auch KohlenstofHaun 015.

Diese beiden Techniken sind die derzeit wichtigsten Methoden, Plasmen im Nicht-
idealitatsbereich zu erzeugen. Deshalb sollen sie in den beiden folgenden Kapiteln ein-
schlieBlich der durchgahrten Untersuchungen zu Transporteigenschaften dichter Plas-
men raher beleuchtet werden. Weiteredblichkeiten, dichte Plasmen zu erzeugen, sind
z. B. die magnetische Kompressidnddlotenko 97 oder das isochore Heizen von Material
[Renaudin OR Diese Techniken spielen eine vergleichsweise untergeordnete Rolle bei dem
in dieser Arbeit angestrebten Vergleich zwischen experimentellen Daten und der Kombina-
tion aus LRT und PIP-Modell. Sie werden deshalb hier nicht im Detail dargestellt.

3.1 Schockwellenexperimente

Bei Schockwellenexperimenten wird die zur Plasmaerzeugungtiogs Energie rein me-
chanisch in der Probe deponiert. Abbildud\d, eine schematische Darstellung des Schock-
wellenexperiments von Nellist al. [Nellis 99, das auch dem inV/eir 9§ dargestellten
Experiment entspricht, verdeutlicht das Prinzip:

{a

Fump tube » Tamest
—1 EY , Impactor § assembly
— ‘\\ I
C» | Piston| 0» Ruplune valve
» Sacond slages barrsl [
- . = L
Hydrogan gas 4 ___f—*“f_; I
SRt Target chamber
w
Liquid hydrogan \\ | (e}
Metal - Trigger pin - Targat containing
impactar [ Il' Resistors |; liad bydrogen
s : : 2
...... : pcvwarj Capacior | ﬂ:
..... —{ i Solirce. Ditfarantial
...... | 200 volts -dngItlal
oscllioscops
........ .| Chreuit switeh R
---------- '-f,,'ve sacond
= fE‘;‘EdlﬂdEﬁ- Rowgowskl coil resalution
Sapphtre conductivity
Imsulator disk Measuramants
Aluminm target

Abbildung 3.1: Aufbau des Schockwellenexperiments natlis 99

Teilbild (a): Ein Kolben pistor) wird beschleunigt. Dieser beschleunigt seinerseits, hier
mittels der Kompression von Wasserstoffgas, einen weiteren Kolbgrato)) auf etwa
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8 km/s. Beim Auftreffen des Impactors auf dem Target (b), einer 0.5 mm dicke Pisise fl

gen Wasserstoffs, wird in letzterem eine Schockwelle erzeugt. Die Triggerpins osér) |

die Messung aus, sobald die Schockwelle sie erreicht. Dadurch kann die Geschwindig-
keit der Schockfront ermittelt werden. Gleichzeitig werden der Spannnungsverlauf und mit
der Rowgowski-Spule der Stromverlautfwend des Experiments gemessen. Aus beiden
GroRen wird die elektrische Le#higkeit bestimmt. Eine gleichzeitige, zeitaufigte Mes-

sung der Intensitt eines reflektierten Laserstrahls kann zur Bestimmung der Refléktivit
des dichten Plasmas benutzt werd€elfiers 0Q.

Fur die Bestimmung der Zustandsen (Druck, Dichte, Temperatur etc.) wird bei allen
Schockwellenexperimenten die Geschwindigkeit der Schockfront als zentrale gemessene
Grofde benutzt. Dazu wird ausgenutzt, dassingle-shockExperimenten mit bekanntem
Ausgangszustand die Zustand#§en der Hugoniot-Kurve folgen, die bestimmt ist durch
die Gleichung

U —Uo = 5(p+po)(Mo—V). 3.1)

Diese Gleichung mit den @GRen innere Energig, Druck p und VolumenV — der In-

dex 0 kennzeichnet jeweils den Ausgangszustand — spiegelt die Erhalizeiis Energie,
Impuls und Masse @ahrend eines solchen Experiments wieder. Die Hugoniot-Kurve zeigt
deshalb alle raglichen Endzusinde eines single-shock—Experiments mit festgelegtem An-
fangszustand. Eine gemessene Geschwindigkeit der Schockframt geteinem Punkt auf
der Hugoniot. Mit Hilfe einer theoretischen Zustandsgleichursst sich deshalb z. B. die
Dichte bestimmen, die zu einer bestimmten elektrischenalgikeit an einem Zeitpunkt
gelort.

Die Methode, die Geschwindigkeit der Schockfraiier elektrische Kontakte zu be-
stimmen, ist schon inyanov 74 benutzt worden. Sie kann aber auch, wiela[Silva 97,
optisch ermittelt werden. In jedem Fall ist ihre Bestimmung auf weniger 8601
[lvanov 7§ moglich. Der kritische Punkt bei der Bestimmung der Dichte in diesen Ex-
perimenten ist die benutzte Zustandsgleichung. Das gilt ebémstid Temperatur, wenn
sie denn, wie inlvanov 74, ebenfallstiber die Zustandsgleichung bestimmt wird. Bei den
Schockwellenexperimenten wird aber in der Regel aus einem aufgenommenen optischen
Spektrumiiber einen Fit an das Planck’'sche Strahlungsgesetz (Planck-Fit) die Temperatur
bestimmt. Diese Technik bestimmt die Temperatur im Inneren des Plasmas, solange das
untersuchte Medium optischildn ist. Im hochkomprimierten Material, und insbesonde-
re, wenn die Verdichtung des Plasmas durch die Reflexion der Schockwelle an geeigneten
Fenstern noch intensiviert wird, ist dies nicht mehr der Fall. Dann muss davon ausgegan-
gen werden, dass das Plasma eine homogene Temperaturverteilung aufweist, um von den
Spektralaufnahmen auf die innere Temperatur zu schlie3en.
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Konsequenzen fir den Vergleich mit theoretischen Daten

Die Dichte wird in den Schockwellenexperimentiéper das Ansetzen von Zustandsglei-
chungen aus der Geschwindigkeit der Schockfront bestimmt. Diese Methode liefert gu-
te Ergebnisselfr nahezu ideale Plasmen, da alle Zustandsgleichungen in diesem Fall die
anerkannte Debye-litkel-Theorie reproduzieren. Mit zunehmender Nichtidatliefern
verschiedene Zustandsgleichungen verschiedene Ergebirisdie Dichte des untersuch-
ten Plasmas. Es &ve deshalb sinnvoll,if einen Vergleich von Theorie und Experiment
auf die direkt gemessenen Daten imkzugreifen — in diesem Fall also auf die elektri-
sche Leitahigkeit als Funktion der Geschwindigkeit der Schockfront. Die dagigen
Hugoniot-Rechnungen stehen noch aus, da sich in dieser Arbeit auf die Berechnung der
Zusammensetzung eines Plasmas und weniger auf die ZustaRdadtonzentriert wurde.
Der Vergleich, der hier zwischen Experiment und Theorie angestrebt wird (Képite),
wird sich deshalb auf die elektrische Léitiigkeit als Funktion der Dichte beziehen. Auf-
grund der angestellten Betrachtungémer die Dichtebestimmung sollten die Daten der
Schockwellenexperimente bei kleinen Dichte sehr gut reproduzierbar sein. Im Fall stark
nichtidealer Plasmen ist eine gendiigereinstimmung mit den gemessenen Daten nicht zu
erwarten. Trends, die die Experimente flie elektrische Lei#higkeit bei diesen Dichte
aufzeigen, sollten hingegen weitgehend urgadgig von der benutzten Zustandsgleichung
sein. Der Verlauf der gemessenen elektrischen &kitfkeit als Funktion der Dichte sollte
deshalb reproduziert werden.

Die Genauigkeit der Temperaturmessung spielt bei grof3en Dichten eine untergeordnete
Rolle, da die elektrische Le#higkeit im Hochdichtegrenzfall temperaturunahbig wird.
Das gilt nicht fir nahezu ideale Plasmen. Die hier benutzten Methoden der Temperaturmes-
sung sind nicht gut genug, um weiterhin die Forderung nach sehr guter Reproduktion der
experimentellen Daten aufrecht erhalten dmken. Es gilt deshalliif den gesamten Dich-
tebereich, dass von den Experimenten vorgegebene Trends im Verhalten der elektrischen
Leitfahigkeit von der in dieser Arbeit dargestellten Theorie reproduziert werden. Eine ge-
naueUbereinstimmung ist dagegen nicht zu erwarten.

3.2 Schnelle Drahtverdampfung

Eine Methode, die sich als besonders erfolgreich bei der Bestimmung der elektrischen
Leitfahigkeit dichter Metallplasmen herausgestellt hat, ist die der “schnellen Drahtverdamp-
fung‘. Dabei wirdlber einen zwischen zwei Elektroden gespannten Metalldraht von etwa
200 um Durchmesser eine Kapaiitentladen. Die Sfime erreichen Werte von einigen

10 kA bis zu 200 kA kommt. Das gégt, um diesen Draht innerhalb von einigen hundert
Nanosekunden unter Bildung eines Plasmas verdampfen zu lassen - daher der Name. Um
die Expansion aufzuhalten und eirdglichst homogenes Plasma zu erzeugen, befindet sich
um den Draht eine Ummantelung. Diese besteht z. B. bei Besiagle[Benage 99 des-
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sen experimenteller Aufbau im Bil8l2 dargestellt ist, aus Bleiglas und Kunststoff. Andere
Gruppen benutzen Glas (Krisch und Kunkei§ch 99, Haunet al.[Haun 01hHaun 01§
Saleenet al.[Saleem O]) oder Wasser (DeSilva und Katsour@&Silva 98 DeSilva 99).

LT

Rogowski coil

; ,.: ;’, X-ray pinhole

74 Microchannel plate

7777 Outer electrode %]
\Capacitivc voltage probe

Abbildung 3.2: Experimenteller Aufbau des Drahtverdampfungsexperiments von Benage
et al.[Benage 99

Die elektrische Leithhigkeit wird aus der Messung von Strom und Spannuakrend
der Entladung bestimmt.ff Aussagen zu ihrer Aldimgigkeit vom erzeugten Plasmas
mussen zustzlich noch dessen Zustandden ermittelt werden - also Dichte, Temperatur,
Druck etc. Hier zeigen sich die Vor- und Nachteile der verschiedenen Materialierijrdie f
die Ummantelung benutzt wurden: Die Verwendung durchsichtiger Materialien wie Wasser
oder Glas gestattet die Ermittlung der Dichte des Plasmas auf etwa 1% gémau(13
weil der Radius der Plasmiagle direktuber fotografische Aufnahmen gemessen werden
kann. Dafir sind diese Experimente auf Temperaturen bis zu 30000 K LEddhBenage
erreicht durch die Kunststoff-Ummantelung Temperaturen bis zu knapp 300000 K, misst
dafur aber den Radius der Plasraakeiber die Emmision von &tgenstrahlung am Rand,
was zu Fehlern bis zu 10% in der Dichtebestimmmuitgén kannBenage 0D

Der Druck kann mitahnlichen Genauigkeiten abgeatdt werden, spielt abeilf den
in dieser Arbeit angestrebten Vergleich keine Rolle — im Gegensatz zur Temperatur, deren
Bestimmung eine der gRten Herausforderungen dieser Experimente ist. Bei den durch-
sichtigen Ummantelungen gibt es digllichkeit, aus Spektralaufnahmen die Temperatur
zu bestimmen. Diese Methode wurde von Krisch und Kurkagsgh 98 sowie Haunet
al. [Haun 01hHaun 01verfolgt. Ahnlich wie bei den im vorherigen Kapitel betrachteten
Gasen handelt es sich bei dem Metallplasma in den Kapillaren um ein optisch dickes Plas-
ma. Das aufgenommene Spektrum gibt deshalb das spektrale Profil dei&aCheeslider.
Die darausiber Fits an eine entsprechende Planck-Kurve gewonnene Temperatur ist nur
bei Homogenit die Temperatur im Inneren der Plasiénale. Aus diesem Grund bestimm-
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ten DeSilva und Katsouro®ESilva 99 sowie Benageet al. [Benage 99die Temperatur

Uber festgelegte Zustandsgleichungen wie SESAKEIpy 83, in die die vorher gemes-
senen bzw. abgesatrten GolRen Dichte, Druck und Energieeintrag durch die elektrische
Entladung eingehen. Bei beiden Methoden ist es schwierig, Fehlergreiizetief Tempe-

ratur anzugeben: Bei der einen stellt sich die Frage nach der Temperaturverteilung inner-
halb der Plasmdsile, bei der anderen ist wiederum die benutzte Zustandsgleichunge der
kritische Punkt. Insgesamt ist die Temperatur abhstens (25-30)% genau bestimmbar
[Haun 0Q Benage 0f) was sehr viel mehr ist als der Fehler in der Messung der elektrischen
Leitfahigkeit von (10-15)%.

Konsequenzen {ir den Vergleich

Die Dichte ist bei der Plasmaerzeugung durch schnelle Drahtverdampfung sehr gut be-
stimmbar. Dagegen treten bei den Temperaturen grof3e Fehler auf. Da die elektrische
Leitfahigkeit mit zunehmender Dichte immer weniger von der Temperatuiregbhsoll-

ten Daten in der Bhe der Festikrperdichte theoretisch gut reproduzierbar seiir. den
Bereich kleiner Dichten, in dem die Temperaturabgigkeit der elektrischen Ledthigkeit

von Plasmen deutlich hervortritt, sollten zumindest die Trends, die die experimentellen Da-
ten vorgeben, reproduziert werdedrien.

3.3 Zwischenbilanz

Um einen Einblick in die Zuvedssigkeit experimenteller Daten zu Transporteigenscharf-
ten von Plasmen zu erhalten, sind in diesem Kapitel die zwei wichtigsten experimentellen
Techniken vorgestellt worden: Die Methode der Schockwellenexperimente, mit deren Hil-
fe Edelgase und Wasserstoff untersucht wurden, und die Methode der schnellen Drahtver-
dampfung, dieiiir verschiedene Metalle Dateiarfdie elektrische Leighigkeit lieferte.

Beide Techniken liefern Daten hoher Genauigkéitdie elektrische Leitthigkeit. Au-
Rerdem wird bei beiden Methoden wenigstens ein@3@rdirekt gemessen, die mit dem
Zustand des betrachteten Systems direkt verbunden ist. Alle anderen Zusi8edsger-
deniber Zustandsgleichungen bestimmt.

In dieser Arbeit wurde sich weniger auf die Zustandsgleichung, die das PIP-Modell
liefert, als vielmehr auf die sich daraus ergebene Zusammensetzung konzentriert (siehe im
Folgenden Kapiteb). Die Methode der schnellen Drahtverdampfung hat deshalb einen wei-
teren Vorteil: Eine sehr genaue Dichtebestimmung.

Die in diesem Kapitel gezogenen Konsequenzen sind, dass die Kombination aus PIP-
Modell und LRT prinzipiell den Verlauf reproduzieren sollte, den die experimentellen Da-
ten fur die elektrische Lei#fhigkeit in Ablangigkeit von der Dichte zeigeniiFsehr klei-
ne Dichten sollte eine gute Reproduktion der Daten aus den Schockwellenexperimenten

1Spannung mal Stronistke minus abgeséleter Verluste
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moglich sein, ebenso wie die Daten der Drahtverdampfungsexperimente Standaiit sind f
die berechnete elektrische Léikiigkeit bei hohen Dichten.

Bevor die entsprechenden Vergleiche durchibef werden, werden in den folgenden
Kapiteln sowohl die Lineare Response Theorie als auch das Modell des partiell ionisierten
Plasmas vorgestellt.



Kapitel 4

Lineare Response Theorie

Um Transporteigenschaften eines makroskopischen Systems zu bestimmen, ist es schlecht
moglich, jedes einzelne Teilchen dieses Systems unter dem Einfluss @nangtu beob-

achten — es handelt sich immerhin um eine Anzahl in déf@nordnung #3. Einen theo-
retischen Zugang zu GRBen wie elektrischer Le#higkeit oder Viirmeleithhigkeit erfalt

man deshalb nur durch statistisdbleerlegungen. Ergebnis sind Verteilungsfunktionen, die
angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine zu beobachtendi@eGheoretisch gemes-

sen wird?!

4.1 Ansitze der kinetischen Theorie

Die interessierenden GRen eines Systemgihgen tat&chlich nur von den Zuahden der
einzelnen Teilchen ab. Definiert man, wie in der kinetischen Theorie, eine Verteilungsfunk-
tion f(r,p,t), die beschreibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich ein Teilchen zu einem
Zeitpunktt an einem Ortr mit dem Impulsp befindet, so muss das Integi#ber diese
Verteilung zu@chst die Anzahl der vorhandenen Teilcinit) ergeben

N(t):/drdpf(r,p,t). 4.1)
Die Mittelwerte weiterer interessierender Observablen sind gegeben durch
A = g7 [drdpAp.O (P, @2)
N(t)
bzw. in lokaler Schreibweise

A(r,t) = n2:[)/dpA(r,p,t)f(r,p,t) 4.3)

1Zur statistischen Physik siehe z. Bldlting 9§.

23
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mit der lokalen Dichte

n(r,t) = /dpf(r,p,t). (4.4)

Durch die Zusammeritnge 4.2) bzw. @.3) geriigt es, sich mit deAnderung der Ver-
teilungsfunktion% unter dem Einfluss einer &ung zu besdhftigen, um die Reaktion des
Systems auf diese &ung zu ermitteln. Dadlhrt letztlich auf die Boltzmann-Gleichung,
die ein Gleichgewicht zwischen der Drift der Teilchen in Folge dér8ig und den (so
vorhandenen) nachfolgenden StoRprozessen beschreibt:

df of of pof
EZE+F%+EEZICOH' (4.5)
F ist dabei die auf die Teilchen der Massavirkende Kraft infolge der $irung. Der Ansatz
fur den Stol3terrho), bei dem gewhnlich nur birdre Sbl3e betrachtet werderijHrt auf ver-
schiedene Zuinge zu den Transporteigenschaften. Beispiele sind die Vlassov-Gleichung
mit .o = O, bei der ein stol3freies System betrachtet wird, oder der Relaxationszeitansatz
leol = — =12, siehe z. B. [ee 84.

Das Analogon zu der Verteilungsfunktidiir,p,t) aus der klassischen Statistik ist in
der Quantenstatistik die Wigner-Funktion. Sie ergibt sich aus defikinhg eines statis-
tischen Operatorp(t). Er entlélt, wie schon die Verteilungsfunktiofy alle wesentlichen
Informationeniiber die mit einer Wahrscheinlichkeit auftretende Mikrozugéinde|¥;)

p=> w|W)(¥Wi|, Tr{p}=1. (4.6)

Der Mittelwert einer Observablen A ergibt sich in diesem Fall aus der Spurbildloegden
statistischen Operat@i(t)

(A =Tr{p(t)A}. (4.7)

Soll dieser allgemeine Ansatz benutzt werden, um Transporteigenschaften eines Sys-
tems zu ermitteln, mugs(t) fur ein System im Nichtgleichgewicht gelten. Die Konstruk-
tion eines solchemonequilibrium statistical operatofNESO) istiiber sbrungstheoreti-
sche Anétze niglich. Dabei ist insbesondere digneare Response TheorfeRT) recht
erfolgreich angewendet worden, wie zum Beispiel Kulpo 57, Zubarev 74 Hohne 84
Ropke 88 Reinholz 95 Redmer 97 gezeigt wird. Schon anhand der Namensliste ist er-
kennbar, dass die Anwendung und Entwicklung der Linearen Response Theorie in der
Formulierung von Zubarev in Rostock eine sehr lange Tradition hat, die in dieser Arbeit
fortgesetzt wird. Die folgenden Kapitel beschreiben deshalb grundlegende Schritte zur Ge-
winnung von Transporteigenschaften innerhalb der LRT und wie sich diese Ergebnisse im
Vergleich zu anderen Theorien verhalten. Eine sehridukthe Beschreibung der LRT in
der Formulierung nach Zubarev mit diversen Anwendungen findet siGuingrev 96
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4.2 Die Konstruktion eines NESO

Ist ein System im Gleichgewicht, ist der statistische Opemtpegeben durch

Z

mit dem Hamilton-Operator des Systehsund der Zustandssumridg = Tr{exp —B(Hs—

SkHkNk)]}. Der statistische Operator des Gleichgewicktguflibrium statistical operatqr
ESO)pg erfllt die Liouville-von Neumann-Gleichung, die Bewegungsgleichuingden
statistischen Operator

P=po= 1 eXp{ —B(Hs— Zuka)} (4.8)

d 0 [
giPo = 3P0+ ﬁ[Hsy Po] =0 (4.9)
bzw. g 5
dtpo 3 —pPo+iLpo=0 (L: Liouville-Operatoy. (4.10)

Die formale Losung dieser Gleichung igb(t) = expliL(t —to)]po(to)-
Fur den NESO qilt die reversible Form der Liouville-von Neumann-Gleichdhg({
nicht, da der Prozess, der das System aus dem Gleichgewicht gebracht hat, irreversibel ist.
Um dennoch eine analoge Bewegungsgleichuimglén statistischen Operator zu erhalten,
nutzt man eine generalisierte Form der Bogolyubov'scBedingung der Abschidehung
der Anfangskorrelationen
lim € [prei(t) —p(t)] = 0 (4.11)

to——
Sie sagt aus, dass der NE®(t) zur weit zufickliegenden Anfangszeiy gegen einen
relevanten Anteipye(to) tendiert? Die Brechung der Zeitspiegelungssymmetrie, diedie
Irreversibilitat des Nichtgleichgewichtszustandes steht, wird in der Liouville-von Neumann-
Gleichung dann durch einen Quellterm beschrielz@rbprev 74

2 0(0)+ L [H.p()] = — lim_€[p(t) ~ pr() @12)
Jim U (t,10) {p(to) — Prei(to)}U"(t,t0) = 0.

Die auftretenden @f3en in Gleichung4.12 sind neben dem NESO ein nun &aderten
HamiltonianH = Hs+ Hg, bestehend aus System- und Feldanteil, und der Zeitentwick-
lungsoperatod (t,t').

Mit Hilfe des Abel'schen Theorems

I|m11_ dt f(t _Ilms/ dt’' & (4.13)

T—ow

2Dieser Ansatz findet sich iahnlicher Form bereits irkjubo 57. Dort wurde, ausgehend von der linearen
Response des Systems auf ein kleieSeres elektrisches Feld, als Ansétafen NESQ(t) = po(t) +Apo(t)
mit App(—) = 0 gewahlt.
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findet sich eine formale tsung der Bewegungsgleichung12):

PO = pralt)~ [ A IU) { I, prat)]+ et [UT0Y)

ih:tu(t,t’) =H@t)U(t,t); Utt) =1. (4.14)
Der NESOp(t) ist damit auf den relevanten Antgile zurickgefihrt, den es in einem
nachsten Schritt zu spezifizieren gilt. Insbesondénegh er aber auch von allen vorherge-
henden Zeitet' ab, was im Allgemeinen als Memory-Effekt interpretiert wird.

Ein moglicher Ansatz ifir den relevanten Anteil des NESO ist die Projektionsoperator-
technik nachZwanzig 60 Mori 65]

Preit) =Pp(t)  ,  Pirel(t) = (1—P)p(t)
=p(t) = prel(t) + Pirei(t) (4.15)

mit einem zeitunaldngigen, linearen Projektionsoperat®r Ein weiterer Ansatz, in
dem ein verallgemeinertes Gibbs-Ensemble analog zum Gleichgewichtsfall benutzt wird
[Robertson 6p fuhrt auf

Prei(t) = Za(® SXP [ 2 A(H)By|

(4.16)
Zel(t) =Tr {exp[— z)\v(t)B\,}
Y
Die Lagrange-Parametgy sind durch Mittelwerte der relevanten ObservalBy) fixiert.
Letztere beschreiben den Nichtgleichgewichtszustand des Systems. Aus Selbstkonsistenz-
griinden niissen sie aus dem relevanten Anteil des NESO berechenbar sein:

(B\)' =Tr{p(t)Bi} = Tr{pieBv} = (Bu)rel- (4.17)

Fur die Zeitableitungen der relevanten Observablen, die AusgangspurdiefAbleitung
guantenkinetischer Bilanzgleichungen sind gfrman allgemein

580 =Tr{p)} OB | = B (@18

Die relevanten Observablen fungieren in der Berechnung des NESO als freie Parameter.
Ihre Auswahl l&angt von der Art des zu beschreibenden Nichtgleichgewichtszustandes ab.

"Es ist notwendig, unsere Intuition und Erfahrung zu gebrauchen, um die (relevanten)
thermodynamischen Koordinaten ausainen, die das Systeméaguat beschreiben und die
experimentellen Resultate reproduzieren. Diese thermodynamischen Koordinaten sind nicht
nur durch den Hamiltonian bestimmt, sondern auch durch die Observablen, die durch das
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Experiment kontrolliert oder gemessen werden sollenim allgemeinen wird die Anzahl
dieser Observablen sehr klein sein gegieer der immensen Anzahl der mikroskopischen
Koordinaten (6N) im SystemRobertson 6p

Zunachst &sst sich der Spezialfall des thermodynamischen GleichgewichtB,mit
{Hs,N}; Ay = {B,Bu} (Gleichung 4.8)) reproduzieren. Die Kubo-Theoriek{ibo 57
ist deshalb in der LRT nach Zubarev enthalten. Die Wahl yBp} = {Hs,N,nc} mit
Nk = alak fuhrt den sehr allgemeinen Ansatz auf die kinetische Theorigéckumomit
eine Aquivalenz zwischen beiden Zaggen hergestellt werden kann. Der Sé,} =
{Hs,N,Pp} mit P, = %hk(BEk)”alak entspricht einer Entwicklung der Verteilungsfunk-

tion der freien Elektronen nach Momenten des Energietransports ithwt duf Kraft-
Kraft-Korrelationsfunktionen. Und mitB, } = {h,n,(v(r))}, h=H/V,n=N/V kann man
schlief3lich eine hydrodynamische Beschreibung eines Systems erreichen, in dem neben
Energie- und Teilchendichte auch die lokale Geschwindigkeitsverteilung makroskopisch
gesehen konstant ist.

4.3 Die verallgemeinerte, linearisierte Boltzmann-Gleichung

[Kubo 57 folgend, lassen sich Zeitentwicklungsoperator und NE&Q4j nach
gATB — At <1+ / dr eATBe(A+B>T> (4.19)
0
t T , ,
= M [1+/dre"“Be‘“T <1+/ dr'e™ Be(A+B)‘>]
0 0

entwickeln. Bei kleinen $tungenB konnen alle nichtlinearen Terme vernaddigt wer-
den, also

1
p(A+Bt _ At (1 + / dreATBe“T) ] (4.20)
0

Wahlt man{A,By} = {—BHs, 3 ¢ BLUcNc, AnBn}, wird aus Gleichung4.16

Prellt) = Zr:(t) exp{—BHs+BchNc+ ;)\an} (4.21)

- exp{—B(H—HF)+BZUch+Z7\an}-

Zrel(t)

Mit den Abkiirzungen
A = —H+Y kN (4.22)
C

n
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lasst sichprel Nach @.20 entwickeln. Unter der Bedingung zeitlich konstantesr8hgen,
die entsprechend konstante Mittelwerte der relevanten Observablen zur Folge haben,

[H(t), Bn]} =0, (4.23)

> —

d .
@ = e =r{o
kann mit Hilfe des Heisenberg-Bildes und der imagen Zeittechnik

At) = exp{iHt/h} A(0) exp{—iHt/h}, (4.24)
A(—iht) = exp{H1}Aexp{—HTt}

aus @.23 die Gleichung
(B|Bn) — (B(€) | Bn) = 0 (4.25)

hergeleitet werden. Diese wird als eine verallgemeinerte, linearisierte Boltzmann-Gleichung
interpretiert Ropke 83 Hohne 84. Sie korrespondiert mit dem Fluktuations-Dissipations-
Theorem® AuRerdem erkennt man in weniger kompakter Schreibweise ein inhomogenes
Gleichungssystenif die Lagrange-Parametgy. Die Korrelationsfunktionen in Gleichung
(4.25 sind definiert sindiber

B .
(AB) = /0 dTTr { poA(—iAT)B} (4.26)
aele = im [ diet(an)p).

Sie haben verschiedene Eigenschaften. Insbesondere gilt

(AB) = (BIA (4.27)
(AB) = —(AB)

Die Korrelationsfunktionen4.26) sind Korrelationsfunktionen im thermodynamischen
Gleichgewicht. Die Konstruktion vopre und entsprechend die Angabe des NESO ist da-
mit auf die Kenntnis des ESO, Gleichun4& und die Angabe eines Satzes von relevan-
ten Observablen ziickgefihrt. Es lassen sich somit alle Nichtgleichgewichtseigenschaften
bestimmen. Das soll imachsten Kapitel am relativ einfachen Beispiel der elektrischen
Leitfahigkeit gezeigt werden.

3Das Fluktuations-Dissipations-Theorem besagt, dass die (lineare) Reaktion eines Systemsiaifazine
Strung, die an die physikalische @3e A koppelt und damit dissipative Prozessellgéizh einer GolRe B
hervorruft, mit Hilfe der Korrelationsfunktion der beiden flukturierendef&n A und B (bzw. deren Fourier-
transformation) beschrieben werden kann.
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4.4 Transporteigenschaften in LRT

4.4.1 Die Elektrische Leitfhigkeit

Das Szenario séihnlich wie in KapiteR.3: An ein System wird ein konstantes elektrisches
FeldE = (0,0, E;) angelegt, dass einen gerichteten Strom elektrischer Ladwichtung
bewirkt. Die elektrische Stromdichjg folgt dem Ohm’schen Gesetz

<je|> = oE
(je) = OE, (4.28)

wobei die Mittelung geral Gleichung4.29 auszuiihren ist

(Jer) = Tr{preijet}- (4.29)

Das hier betrachtete System sei ein nach auf3en elektrisch neutrales Plasma aus einer
festen Anzahl freier Elektronen und schwerer Teilchen wie lonen oder At6raefgrund
der sehr viel bheren Masse der lonen gegi&er den Elektronen werden im Wesentlichen
letztere beschleunigt. Die lonedknen deshalb, ebenso wie die Neutralteilchen, als fest po-
sitioniert angenommen werden (adiabatisclélung). Unter diesen Voraussetzungen tra-
gen nur die Elektronen mit der Laduegind den entsprechenden Positionerum Feldan-
teil des Hamilton-Operators béi- = —E ; eri = —eER. Die Grol3eR ist der Schwerpunkt
des Elektronensystems. Da die Dichte der freien Elektronen konstant sein soll, bestimmt die
Dynamik des Schwerpunk@ =R= %P unter Einfluss des elektrischen Feldes die elek-
trische Stromdichte

emeTr{pre| P} (4.30)

(jer) = <er}3R> = Qo

Das Einsetzen des relevanten Teils des statistischen Oper&@isi(i Gleichung 4.30
und erneutes Linearisieren nach20 fuhrt mit der EinteilungA = —Hs+ 5 4cN: und
B — kBT zn)\an — Zn)\;len auf

(o) = opre > M(BnlP). (4.31)

Unbekannte Gif3en sind nun noch die modifizierten Lagrange-ParameierSie
kdnnen aus der verallgemeinerten linearisierten Boltzmann-Gleichi2§) (extrahiert
werden: Durch Einsetzen vdd = Hr + 3 A;,Bn mit HF = —eER = —eER erhalt man
unter Ausnutzung der Eigenschaften der Korrelationsfunktiofer)

eE{(Re|Bm) + (Re(8)[Bm) } = 5 A7 {(BnlBm) + (Bn(€)|Brm) } (4.32)

4In diesem Modell wird bereits davon ausgegangen, dass Atome, lonen etc. als verschiedene Bindungs-
zustinde eindeutig definiert werdettmen. Inwiefern dieseshemische Bildjerechtfertigt ist, wird sich sper
zeigen.
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Da der SchwerpunktimpulB = Po = R parallel zum elektrischen Feld ist, git= Py =
- R;. Mit den Abkirzungen

1
NOm = n*]e(POIBm) = (Bm’PO) = NmOa

Qom = N0m+nl<Po<s>me>, (4.33)
Dnm - (Bn|Bm)+<Bn(s)|Bm>

wird das Gleichungssysteriirfdie Lagrange-Parametgf (4.32 zu

eEQo = AjDoo + AjDio + ... + A{Dwo
eEQ1 = AiDor + AjDi1 + ... + A/Du
eEQL = AgDo. + AjDu + ... + ADp..

Mit Hilfe der Cramer-Regeldsst sich dieses Gleichungssystémdinen finiten Satz von
{Bn} (0<n<L)Ilbsen. Beispiel:

Qoo Dio ... Duwo
Qo1 D ... D
Ao = B | o T . (4.34)
Dl :
QOL DlL . DLL
Der Ausdruck 4.31) fur die elektrische Stromdichte bzw. der entsprechende Ausdruck
, e .
(Jen) = Qoo ;)\n(Bn\Po)- (4.35)

lasst sich interpretieren als Entwicklungssatz einer Determinante bzgl. der ersten Zeile. Au-
Rerdem gilt das Ohm’'schen Gese4z8):

O MNoo Nig ... Npo
2E Qoo Doo Dig ... Do
i) = Qo1 Do1 D11 ... Dui ||D|"t=GE. 4.36
(Jel) Qome| | | | D (4.36)
Qoo Do Dyt ... Dpo

Die elektrische Leitfihigkeit und der mit ihr zusammea@whgende Onsager'sche Transport-
koeffizientLy1 (2.20 sind damit durch Determinanten gegeben, deren Elemente noch aus-
zuwertende Korrelationsfunktionen sind:

€ | 0 N

ool Qo D DIt (4.37)

0':€2L11=—
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4.4.2 Warmeleitfahigkeit und Thermokraft

Ahnlich, aber etwas aufwendiger als die elektrische Baitjkeit konnen auch die \&tme-
leitfahigkeit und die Thermokraft eines Plasmas in LRT berechnet werden. Dazu sei ent-
sprechend dem Messverfahren deavieleithhigkeit, siehe Kapite2.3, neben dem elek-
trischen Feld ein im System vorhandener Temperaturgradieiitksichtigt. Er habe die
gleiche Richtung wie das elektrische Feld. In den entscheidenden relevanten Teil des statis-
tischen Operatorsl(21) geht dieser ein via

B <Hs—|— > |JCN0> _ / dr B(r) <hs(r) +y pcnc> (4.38)

mit der lokalen Energiedichties(r ), vgl. [Hohne 84. Der effektive Warmestrom pro Teil-
chen sei gegeben durch die transportierte Endfgie ’f—n'f, vermindert um die Enthalpie
pro Elektronh. Fur den totalen Veirmestrom ergibt sich demnach

o) = ((Bc=h)nev)

= Q;LmeTr{kBTpl—hPO} (4.39)
) = g TrikeTA-R) (4.40)

Das Einsetzen des relevanten Operatdt21) in Gleichung 4.40 und Linearisieren
fuhrt auf die Gleichung

(Ja) = Qolrrb Z)\;(kBT Nin — hNon). (4.41)

Entsprechend vandert sich das Gleichungssysteiir fdie Festlegung der Lagrange-
Parameten\;,, welches sich aus der verallgemeinerte linearisierte Boltzmann-Gleichung
(4.29 ergibt:

oT
m
Die KorrelationsfunktionemN;,, und Q:, werden analog zdNgm, und Qom aus Gleichung
(4.33 definiert®

1
Nlm - rT]e(Plle) - (Bmlpl) - le

Qmm = Nmm+ é(Pl(s)’Bm> (4.43)

5Man kann die Definitionen4(33 und @.43 sogar noch weiter verallgemeinern, wenn mansfige rele-
vante Observablen benutzt, sieche Anh@ngy Fir die Berechnung der hier betrachteten Transporteigenschaften
spielen diese Verallgemeinerungen aber keine Rolle.
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Gleichung 4.4 lasst sich, analog zu Gleichurd.81), als Entwicklung einer Deter-
minante auffassen. Durch Vergleich mit der Beziehung darrvié¢leitihigkeit zu den On-
sager’schen TransportkoeffizientéhZ0

A= T <|-22— |-11> , (4.44)

siehe Gleichung 2.20, erhalt man fir letztere eine verallgemeinerte Determinanten-
Schreibweise
1 hi+k72

1 k2 0 %Nl—No
meQo |D|

%Ql - Qo D
aus der sich nun neben deravwheleithhigkeitA gleichzeitig die Thermokrafk entspre-
chend Gleichungd.20) bestimmenasst.

Lik = ) (4.45)

4.5 Auswertung der Korrelationsfunktionen

Zur Berechnung der Onsager’schen TransportkoeffiziedtdB)(ist es notwendig, die Kor-
relationsfunktioneMnm, Qnm und Dy auszuwerten. Dazu igsen die relevanten Obser-
vablen festgelegt werden: &It man als SatZB,} etwa Sonine-Polynomejfirt Glei-
chung @.37) zum bekannten Chapman-Enskog-Verfahren zur Berechnung der elektrischen
Leitfahigkeit Chapman 3P Hermite’sche Polynome ergeben die Grad-Methdaead 5§.
Auch hier findet sich also wieder der Schluss zur kinetischen Theorie. Gleichzeitig verbun-
den mit der Wahl def{B,} ist auch die Konvergenz des Verfahrens, da die Matrizen in
Gleichung 4.37) nicht fur alle — unendlich viele — Korrelationsfunktionen ausgewertet wer-
den lonnen.

Eine weitere Variante zur Festlegung der relevanten Observablen ist eine Erweiterung
der bereits eingéhrten Impulsé’y und P, aufverallgemeinerte Impulse,

(B} ={Pn} = {th(BEk)”alak}. (4.46)

Die GrbBenal und ax sind Erzeugungs- und Vernichtungsoperatori@gnHlektronen mit

dem Impulsk (|k| = k) und der kinetischen Energi& = h2k?/(2me). AuRerdem gilt wei-
terhinB = (ksT) L. Diese Festlegung der relevanten Observablen entspricht einer Entwick-
lung der Verteilungsfunktion der Elektronen nach Momenten des Energietransports. Sie
ist in diesem Fall besonders sinnvoll, weil die ersten beiden der verallgemeinerten Impul-
se Py und P; bereits mit dem elektrischen Strom bzw. dem ideale@rméstrom zusam-
menkangen, siehe Gleichungef.80 und @.39. Die zeitlichen Ableitungen der verallge-
meinerten Impulselihren auf verallgemeinerte Kite F,, = P, = ih[HsPn].
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Der System-Hamiltonien ist gegeben durch
1
_ + <+ Tt
HS— ZEkakak + Z%V(pakaq) aerqaquakap? (447)

wobei die Zusinde|p) und |k) Impuls, Spin und Teilchensorte enthalt&(p,k,q) be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen den beteiligten Teilchen, zum Beisp&l das
Coulomb-Potential bei Elektronen und lonen. In der adiabatiscti@reNing werden nur
die Anteile der Elektronen bécksichtigt, so dass Gleichung.47) zu

Hs = ZEkakak‘i‘ ;eZVec P.K,0)ap. qa_ q%3p

+ 3 Zvee(p,k,q)apmak_qakap (4.48)
pkq

Hs = HO4 % Hed (4.49)

wird. Der Index c stehtifr die von den Elektronen verschiedenen Teilchen, die hier sehr viel
schwerer als die Elektronen sind. Der Index d stéhtlie iberhaupt vorhandenen Partikel.
Die Zustinde|p) und k) enthalten in Gleichungd(48 nicht mehr die Teilchensorte.

Die Aufteilung des Hamilton-Operators entsprecheddd® ergibt wegenPy, =
%[HS, Pm| eineahnliche Aufteilung der verallgemeinertendfie

Fn=FKN ¢ ; FeC+Fee (4.50)

wobei fur den Anteil der kinetischen Energie der Elektrofi&f = 0 gilt (siehe Rechnung
(C.12). Die verbleibenden Anteile der verallgemeinerteiafe berechnen sich nach

Fﬁc = |szeC(q)p(BEp)n<al+qakagap_agapakT+qak)
P4
= i;vecm)Kn(k,q)anak (4.51)
a
Fﬁe = ikkz Vee(q)p(BEp)g(al+qal’—qak'akagap_agapal-»-qal’—qak’ak)
"p.q
= gvee n(k,q) +Kn ( )] a'kJrqak —q & (4.52)
mit  Kn(k,q) = k(BE)" — (k + ) (BEx+q)" (4.53)

Unter diesen Voraussetzungeankien nun die Korrelationsfunktioneé¥ymy,, Qnm und
Dnmaus Gleichung4.33 berechnet werden i Ny = i(Pn|Pm) ergibt sich mit Hilfe des
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Wick’schen Theoremdif die Auswertung der Spur
1 /P .
Nom = o / AT Tr{PoPn(—ihT)Pm} (4.54)
0

1
= n:.thkZ kaka(BEx, )" (BEk,)™ Tr{poay, ak, ay, a,
1,K2
1
= @th ;klkz(BEkl)”(BEkz)mfklsz+ fiey (1= fip) By ko
k1,ko

Mit dem Ubergang zum Integragt, — [d3k und der Auswertung der Verteilungsfunk-
tionen erfalt man schlieflich

(N+m+5/2) Fnymyz/2(BY)
r(5/2) Fi/2(B)

mit der ElektronenteilchenzaNL, und Fermi-IntegraleRy(y), siehe Rechnundl.5). Diese
Gleichung gilt fir beliebige Entartung des Elektronensystems.

Der zweite Term der Korrelationsfunktion€mm = Nnm+ i(Pn(s)|Pm> ist verbunden
mit dem Debye-Onsager-Relaxationseffekt, der die Verringerung der Wirkung eines elektri-
schen Feldes auf Ladungen durch die Bildung asymmetrischer Elektronenwolken beschreibt
[Onsager 2] Dieser Effekt ist klein, in erster Born’scherdNerung verschwindet er sogar
[Ropke 88 Esser 98 und wird deshalb vernadisigt. Damit giltQnm = Nam, und somit
auch tir diese Korrelationsfunktion die Gleichungt %5. .

Mit Hilfe der gleichen Argumente wird auch der RelaxationstéRyPm) bei der Be-
rechnung der Korrelationsfunktionddy,, vernachéssigt, sodass diese Matrizenelemente
nur noch durch die entsprechenden Kraft-Kraft-Korrelationsfunktion festgelegt werden:
Dim = (Pn(€)|Pm) = (Fn(€)|Fm). Mit den allgemeinen Definitioner(26) ergibt sich so

r

0
Dun = fim [ dte* /O 4T {poFn(t — iHT)F] (4.56)
Das Einsetzen der verallgemeinertetaeF, = 5 . F;°+ Frefuhrt aufgrund der Additivit
zu Termen(FEYFEC), (F&1€2|F&®) und (F&C|FS%). Auch die Kraft-Kraft-Korrelationen
kdnnen also in entsprechende Anteile separiert werden. Angenehmerweise dié §e-
mischten TermeFi¢|F2%) = 0 (siehe RechnungC(14), sodass sich die Kraft-Kraft-
Korrelationen zu

Dom = 3 Diy+Dim+2 S Dies (4.57)
c c#C
mit Di, = (FRIFR)
Dam = (FR®|FR™)

D = (FSIFS)
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ergeben.
Nach Bngerer Rechnung, siehe als Beispiel Kagitedd.2fir DS, erhélt man zu@dchst
fur die Kraft-Kraft-Korrelationen mit jeweils gleichen Teilchen

DES, = TPh g Vg [2(BE)™ ™ (1 — fi)8(Exq — Ex) (4.58)
,d

ondDiE, = TBh 5 el - VeV qf
P
x {K(BEx)"+Pp(BEp)" — (p—a)(BEp-q)" — (k+a)(BEk+q)"}
x {K(BEx)™+p(BEp)™ — (P — ) (BEp—q)™ — (kK + ) (BEx+q)™}
X fp fk(l— fk+q)(l— fp_q)é(Ek+q +Epq—Ex— Ep) . (4.59)

Eine enddiltige Auswertung der Gleichunger.68 und @.59 ergibt sich mit der
Einfuhrung von Transportquerschnitt€y, die sgter noch aher betrachtet werden. Sie
beschreiben die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron in Folge der Wechselwirkumig

einem anderen Teilchen aus seiner durch das elektrische Feld vorgegebenen Bewegungs-
richtung herausgelenkt wird/; entspricht der T-MatrixXTec und ist in erster Born’scher
Naherung das abgeschirmte Elektron-Teilchen-Pote¥tglsiehe Kapitel2.2 Als Bei-

spiel fur eine entsprechende Auswertung der Korrelationsfunktionen sei hier di& 26 (
fuhrende Rechnung eéhint. Letztlich ve@indern sich die Gleichunge#.68 und @.59 zu

D = 2o [ AKR(BE™ ™ (1 )QE(K)

ee __ ﬂ Zime ® —X(MEE,
D = 3 7" || dfRam(e Q5% (4.60)

mit der GHRe x = Ph%k?/me. Die Rym(X) sind Polynome, die sich zum Beispiel in
[Reinholz 89 finden, undfy = fe(k) steht fir die Verteilungsfunktion der Elektronen bei
beliebiger Entartung — die Fermi-Verteilung.

Damit ist ein System, dass aus Elektronen und nur einer Sorte lonen besteht, be-
schreibbar. Br den Fall, dass mehrere lonensorten mit den Ladung€rnZi< Zmax im
Plasma vorkommen,danen die Term®:E<¢ in eine Korrelationsfunktiomg! via D& =
YcDRm+ 23 cie DESC integriert werdenDE! ergibt sich dann als eine gewichtete Mittelung
der einzelnen Korrelationsfunktionen:

2
. Zmax
Dim= (; sz/Dﬁﬁq) ; (4.61)
=1

Die Wichtungsfaktorerz sind die jeweiligen Anteile der einzelnen lonensorten an der
Gesamtzahl der schweren Teilcher:=Nz/ 57 Nz.
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4.6 Transportquerschnitte

Wird ein freies Elektron an einem anderen Teilchen gestéedert es in der Regel seinen
Impuls 7k mit |k| = k. Insbesondere vandert sich die ursfingliche Bewegungsrichtung
um einen WinkeB. Das hat zur Folge, dass der Transport, den dieses Teilchen verursacht,
gesbrt wird. Transportquerschnitte sind also, neben der Anzahl der freien Elektronen, die
entscheidene @fie, wenn es um die Festlegung von Transporteigenschaften geht.

Die Starke der Streuungdmgt mit der Wahrscheinlichkeit zusammen, mit der ein Teil-
chen in ein RaumelementdQ gestreut wird® Aus diesentlifferentiellen Streuquerschnitt
g—é lasst sich defransportquerschnitt @ berechnen:

Qr(K) = /dQ (1—cos e)(%(k,g). (4.62)

Die differentiellen Streuquerschnitte werden dazu nach ihrer Wirkung auf den Transport
gewichtet. Sif3e, bei denen die Elektronen quasi ungesieiterfliegen § = 0), gehen

in die Transportquerschnitte nicht ein. Die maximale Wirkung hat eine zuriurgfichen
Bewegungsrichtung senkrechte Streuutig-(90°). Fur die Elektron-Elektron-Streuung ist
wegen der gleichen Massenr= 2, fur die SblRe der Elektronen an sehr viel schwereren
Teilchen giltt = 1.

Nach Berechnung der differentiellen Streuquerschniiteefne Potentialstreuung mit
radialsymmetrischem Potential ergeben sich letzligh die Transportquerschnitt®$©
(Streuung von Elektronen an schweren Teilchen) @58 (Streuung zweier Elektronen)
die Formeln

4 2

Qk) = F;}(I#—l)sinz( e — 87 ) (4.63)

amE (1+1)(1+2 -h
Q%ek) = 2 ;) ( o )J(r3 ) (1— ( 5 ) ) sir? (87°— 872,) . (4.64)
Die Streuphasep,, die die Phasenverschiebung der auslaufenden Welle gegeriner
sich frei bewegenden Kugelwelle angeben, werden ausdharrig der radialsymmetrischen
Schiddinger-Gleichung ermittelt, siehe Aiigirungen in Anhan@. Sie sind ablngig von
der Nebenquantenzahl

Die in Abbildung4.1gezeigten Streuphasen sind das Ergebnis der T-Matrix—Rechnung
beZiglich eines stark abgeschirmten Debye-Potentigls={ 0.1 ag), bzw. eines relativ
schwach abgeschirmten Debye-Potentigds£ 10 ag) fur die Wechselwirkung eines Elek-
trons mit einem einfach geladenen lon. In beiden Bildern zeigen die Streuphasen einen sehr
systematischen Verlauf. Zanhst einmal sind sie alle positiv. Die Wellenfunktionen der ge-
streuten Elektronen laufen also einer freien Kugelwelle hinterher, was als zeitlictig®erz
rung (Retardierung) durch die Streuung interpretiert werden kann. Die Phasenverschiebung

67u Streutheorie siehe z. Blgachain 79opaleishvili 93.
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e-I|+Streuung el Streuung ]
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(a) langreichweitiges Debye-Potential (b) kurzreichweitiges Debye-Potential

Abbildung 4.1: Streuphaseiirfe-+ Streuung aus T-Matrix—Rechnunigrfverschiedene
Reichweiten des Debye-Potentials.

nimmt zu grof3en Energien hin ab, ebenso &ienit zunehmendenh kleiner wird. Aus
der Interpretation der ®f3ed (k) /mals Anzahl zuétzlicher Zushnde der Wellenfunktion
des gestreuten Teilchens mit einem Impuls kleinek@sehe Anhandp) ergibt sich damit
auch, dass das Energiespektrum der Wellenfunktion sichrbRe Energien und/oder hohe
Nebenquantenzahlen nur werdigdert.

Die normalerweise ohne groBederungen verlaufenden Streuphasénren fir| > 0
einen Sprung um ungerade Vielfache voaufweisen, siehe Abbildurg1(a) Dieser findet
innerhalb eines sehr engen Energiebereichs statt. Die Zustandsdichte weist entsprechend ge-
geriiber der des freien Teilchens in diesem Energiebereich eine Spitzaélada$-schwach
abgeschirmte Potential mip = 10 ag zeigt sich eine solchResonanbei der d-( = 2)-
Welle. Sie ist die Ursachdif eine entsprechende Struktur im Transportquerschnitt, siehe
Abbildung 4.2(a) Die Phasenverschiebungen liei= k = 0 geben nach dem Levinson-
Theorem die Anzahl figlicher Bindungszuande in Einheiten vorran. Im Fall der Wech-
selwirkung eines einfach geladenen lons mit einem Elekiffwer ein Debye-Potential mit
der Abschirméingerp = 10ag sind demnach8und 2p Zus&nde ndglich, alle anderen wer-
den nicht gebildet. Beim stark abgeschirmten Potential sind dagegen noch nicht éinmal f
den Grundzustanid= 0 Bindungszusitnde vorhanden. Das System muss sich entsprechend
jenseits des MottJbergangs befinden.

Anstelle der vollsindigen T-Matrix kann in erstera@herung dir die Wechselwirkung
das abgeschirmte Potentidly zwischen den betrachteten Teilchen verwendet werden
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(Born’sche Naherung). Der differentielle Streuquerschnitt ist in diesem Fall

do m 2 -
50 = | 57772 ) NVea@)[?  (m': reduzierte Masse) (4.65)

Fur die Streuung der Elektronen an einem schweren Teilchen ergibt sich so in Born’scher
Naherung ein Transportquerschnitt

ec __ Me ZT[/ZK 2
= (o) fa ), dacVeca) . (4.66)

Fur den Fall des Debye-Potentials zwischen einem Elektron und einem lon der LAdung
kann Gleichung4.66) vereinfacht werden:

OZBAG) = z¢ 2(”\9)2” In(b+1)—i (4.67)
T & 22/ 2k4 b+1 '
2
mith = %:4&%.

Analog ergibt sichifir die Elektron-Elektron-Streuung

eBA () _ <:§>2 (%)24% [(1+ g _ btz) In(b+1)— 2.5] (4.68)

Diese Naherung gilt insbesondere bei hohen Energien der freien Elektronen, da dann das
Potential als kleine $tung der Gesamtenergie angesehen werden kann. Entsprechend gilt
es auch auchif den Fall schwacher, also zum Beispiel stark abgeschirmter Potentiale. F
die Beschreibung starker@ie ist diese Bherung nicht geeignet.

Die Transportquerschnittéif die Wechselwirkung von Elektronen mit anderen Teilchen
Uber ein abgeschirmtes Coulomb-Potential werden auf den ersten Blick von dReit3oe-
einflusst: Ladung des wechselwirkenden Teilchens, Reichweite des Potentials und Energie
des streuenden Elektrons. Jé@er die Anziehung/Abstol3ung aufgrund der Ladung ist, um
so gibRer ist auch die Wahrscheinlichkeit einer Auslenkung aus deriurglichen Elek-
tronenbahn, und destodser ist auch der Transportquersch@it Das Gleiche gilt{ir die
Reichweite des Potentials: Ein Elektron, dass an einem stark abgeschirmten lon vorbeifliegt,
wird weniger in seiner Flugbahn beeinflusst, als wenn das gleiche lon weniger abgeschirmt
ware.Qr steigt also mit der Reichweite des Potentials an. Und schlief3lich isiresirf
energiereiches Elektron unerheblich, ob sich in seing@ndNeine andere Ladung befindet
oder nicht. Der Transportquerschnitt wird also knit> o gegen 0 gehen.

Durch die Beiicksichtigung der Resonanzen, wie sie in der T-Matrix—Rechniing f
die Streuphasen auftreten, treten Strukturen auf, die diesen prinzipiellen Verlauf entgegen-
stehen, siehe Abbildung.2(a) Fur den Grenzfall, dass das Potential eine klein@#tg
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(a) langreichweitiges Debye-Potential (b) kurzreichweitiges Debye-Potential

Abbildung 4.2: Transportquerschnit@@ fur Streuung von Elektronen an verschieden ge-
ladenen Teilchen in T-Matrix—aherung (=) und in Born’scher Approximation (- Eirfver-
schiedene Reichweiten des Debye-Potentials.

im Vergleich zur kinetischen Energie des Elektrons darstellt, also im Fall kurzreichweiti-
ger Potentiale und/oder grof3er Wellenzahlen, geht die T-Matrix-Rechnung wieder in die
Born’sche Naherungiber, siehe Abbildung.2 Die Transportquerschnitte zeigen in diesen
Grenzgllen das oben beschriebene, sehr systematische Verhalten.

4.7 Modellrechnungen und Grenzélle

In den letzten Kapiteln wurde der Zugang zu Transporteigenschaften innerhalb der Linearen
Response Theorie in der Formulierung von Zubarev vorgestellt. Es ist jedoch noch nichts
zur Handhabbarkeit gesagt worden. Dies soll nun anhand von Modellrechnungen nachge-
holt werden.

Zur Erinnerung: die Onsager'schen Transportkoeffizierignberechnen sich nach
Gleichung 4.45 aus Determinantet.;; ist so gegeben durch

0 Noo Noi1 ... Noo
1 Qoo Doo Dio ... Dro
Lyy=————| Qo1 Do1 Di1 ... D1 4.69
" Qome|D] | . : ; ; (09
Qoo Do Dyt ... Dp

mit den Korrelationsfunktione™Nnym = Qnm = %(Pn\Pm) und Dpm = (Pn(e)|Pn), siehe
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Gleichung 4.33. Die verallgemeinerten Impuld®, (4.46) werden als relevante Observa-
blen benutzt. Die Determinanten, die die Onsager’'schen Transportkoeffizienten festlegen,
kdnnen nicht fir L — oo berechnet werden. Deshalb muss festgestellt werden, wieviele —
moglichst wenige — Moment®,, fir eine ausreichende Genauigkeit &atslich herange-
zogen werden fissen Reinholz 89. Eine zweite, sehr viel entscheidendere Frage ist, ob
die LRT in der Lage ist, bekannte Grealté fir die elektrische Leitthigkeit, die V\arme-
leitfahigkeit und die Thermokraft zu reproduzierdeister 83.

Als Modellsystem ist wegen seiner Einfachheit ein voll ionisiertes Wasserstoffplasma
geeignet. Eine Temperatur von z. B= 10000 K stellt sicher, dass dieses System sowohl
Bereiche schwacher Kopplung und Nichtentartung des Elektronensystems abdeckt, als auch
Bereiche mif” > 1 und® < 1. Abbildung4.3zeigt das Verhalten der elektrische Lalfg-
keit als Funktion der Teilchendichte in diesem Modellsystem.
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Abbildung 4.3: Modellrechnungif die elektrische Leithigkeit in LRT. Modellsystem ist
voll ionisierter Wasserstoff bei 10000 K. Gezeigt werden Konvergenz, Grenzverhalten und
Einfluss der Elektron-Elektron-Streuuung.

Zunachst werden die Ergebisse der T-Matrix-(TM)-Rechnung gezeigt, wenn

e nur ein Moment,{Pp}, zur Berechnung der Determinante #h&9 herangezogen
wird (L = 0),

e zwei Momente{PoP1} benutzt werden oder aber

e drei Momente{PoP1P,} in die Berechnung voo mit eingehen.

Es zeigt sich, dass bei der elektrischen L&ditfgkeit in diesem Modellsystem bereits drei
Momente ausreichen, um das Ergebnis der 2-Moment#meNing bllig abzudecken.
In Zahlen heil3t das, dass bereits mit der Berechnung der 3x3-Matdie elektrische
Leitfahigkeit auf 1 % genau angegeben werden kann.
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Diese Genauigkeit wird auch hinsichtlich eines Vergleichs mit der Theorie zur elek-
trischen Leithigkeit vollionisierter Plasmen nach Spitzer unéiriv [Spitzer 53 erreicht.
Diese Theorie giltifir ideale Plasmen, sie ist also der Grenzfail Kleine Dichten. Sil3e
konnen in diesem Fall als Potentialstreuung klassischer Teilchen angesehen werden. Sie
gehen in die Spitzer-Formelif die elektrische Leitthigkeit
(41e0)?(ksT)¥2 ¢

- 4.70
Isp 22 In(re?) (4.70)

iiber den Coulomb-Logarithmus(Ii®/2) ein. Der Kopplungsparametér (2.1) steht, da
der Abstand der wechselwirkenden Partikel sehr grofilisgdis Verfltnis der klassischen
StoRparameter minimal églicher Abstand (Landau#ngel, = (41eokgT) 1) und maxi-
male Wechselwirkungghge (Abschirndnge, klassischer Debye-Radizs9j). Die Kon-
stantec wird je nach Einbeziehung vorhandener Streuprozesse festgelegt. Im Fall von Was-
serstoff istc = 0.5908, wenn sowohl Elektron-lon, als auch Elektron-Elektron-Streuung
beriicksichtigt wird. Bei Vernachkilssigung der Elektron-Elektron-Streuungdst 1.0159.
Beide Werte Bnnen von der LRT mit Transportquerschnitten in T-Matrix—Rechnung repro-
duziert werdenReinholz 89. Die 3-Momenten-Mherung, die in Bildl.3gezeigt ist, liefert

als Wertec = 0.5834 bzwc = 1.0145 im Grenzfall kleiner Dichten. In der Abbildung selbst
ist ein Anridhern bzw. Erreichen der Spitzer-Kurven zu erkennen.

Fur die Berechnung der Wmeleithhigkeit und der Thermokraft ist die Mithnahme von
vier bis funf Momenten btig, um eine Konvergenz auf gleichem Niveau zu erreichen wie
fur die elektrische Lei#thigkeit, sieheRReinholz 89. Die 3-Momenten-NMherung liefert im
Grenzfall kleiner Dichten Abweichungen von den Werten der SpitzegnHTheorie im Be-
reich von 1.5 % (Thermokraft) bzw. 4 % @meleithhigkeit). Auch dies sind bereits sehr
verlassliche Werte. Mit zunehmender Dichte wird die Mitnahrdbdrer Momente immer
unwichtiger, siehe Abbildung.3. Die Berechnung der hier betrachteten Transporteigen-
schaften in LRT mit den verallgemeinerten Impulsémf als relevante Observablen ist
also ein schnell konvergierendes Verfahren, dass den Grenzfall kleiner Dichten reprodu-
Ziert.

In einem Plasma verhindern verschiedene Streuprozesse den Transport von Teilchen.
Vernachéssigt man z. B. die Elektron-Elektron-Streuuung, so zeigt AbbilduBgdass
die elektrische Leitihigkeit in der Regeliberschtzt wird — das gilt auchifr die Warme-
leitfahigkeit. Mit zunehmender Dichte wird der Einfluss der Elektron-Elektron-Streuung
aufgrund des Pauli-Blockings geringer, bis siedaldich vernacléssigt werden kann. Den
Grenzfall der elektrischen Le#higkeit fur sehr grof3e Dichten liefert die Ziman-Theorie
[Ziman 61. Im Original fur flussige Metalle beT = 0 hergeleitet,dihren Modifizierungen
und Generalisierungen zu einem erweiterténtigkeitsbereich. Die Gleichung

1212 H3en?
mgn;

Vei(0)

s £(a)

- 2]
[ | dadt(@/2)si(0 ] , @.71)
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nach [chimaru 83 stellt eine solche Generalisierungrfden Bereichl > 0 dar und kann
aus der LRT hergeleitet werden (siehe auch Kapitd.?: Gleichung 4.71) mit einem
lon-lon-StrukturfaktorS; = 1 ergibt sich, wenn nuPy benutzt wird, man die Elektron-
Elektron-Streuung vernacidsigt und die Elektron-lon-Streuung in Born’schethidrung
ausgewertet wird. Die T-Matrix—Rechnungrfdas in Bild4.3 betrachtete Modellsystem
nahert sich der so berechneten Ziman-Kurve an und geht schlief3lich inidiese

4.8 Zwischenbilanz

In diesem Kapitel wurden Wege zur Berechnung von Transgii?tgr in Plasmen aufge-
zeigt. Besonders adigfirlich wurde dabei auf die Lineare Response Theorie in der Formu-
lierung nach Zubarev als wichtige Methode der Nichtgleichgewichtsphysik eingegangen.

Der Kern dieser Theorie besteht in der Konstruktion eines statistischen Operators des
Nichtgleichgewichts aus einer verallgemeinerten Gibbs-Gesamtheit, die Gleichgewichts-
und die relevanten ®f3en des Nichtgleichgewichts eath Das hier gezeigte Verfahren lie-
fert einen relevanten Teil des NESO, mit dessen Hilfe sich alle interessierendBarGre-
rechnen lassen. Angegeben wurden in diesem Kapitel Forrinettief elektrische Leitthig-
keit, die Warmeleithhigkeit und die Thermokraft. Mit Hilfe des Drude-Modells ist es aul3er-
dem moglich, aus der Gleichstromlegtfiigkeit die Reflektiviat eines Plasmas zu berechnen,
siehe GleichungZ.25.

Zur Berechnung dieser Transpofi@en ist es notwendig, Korrelationsfunktionen aus-
zuwerten. Dabei zeigt sich auch formal, dass inshesondere die Zusammensetzung des Plas-
mas und die S$trke der Streuung der freien Elektronen an anderen Partikeln das Trans-
portverhalten eines Plasmas bestimmen. Es wurde gezeigt, wie die Transportquerschnitte in
Born’scher Natherung und in T-Matrix—B&herung berechnet werden. Die Born’schihis-
rung ist fur kurzreichweitige Potentiale eine gutéerung, veihrend bei langreichweitigen
Potentialen, bei denen auch starke Streuung auftreten kann, die Streuphasen in T-Matrix—
Approximation berechnet werdenissen.

Anhand von Modellrechnungeiirfein vollionisiertes Wasserstoffplasma e 10000
K wurde schlie3lich gezeigt, dass die LRT geeignet ist, zwischen den bekannten Theorien
fur den Hoch- und Niedrigdichtegrenzfall (Ziman-Theorie bzw. SpitzemtdTheorie) zu
interpolieren. Damit liefert die LRT eine Transporttheorie, diedieses Modellsystem in
einem grofRen Temperatur- und Dichtebereithig ist. Die Anwendung auf Plasmen, wie
sie in den Schockwellen- und Drahtverdampfungsexperimenten untersucht wurden, steht
noch aus. Der erste Schritt dazu ist die Festlegung der Zusammensetzung dieser konkreten
Systeme.



Kapitel 5

Die Zusammensetzung des Plasmas

Vollstandig ionisierte Plasmen sind ein Spezialfall, derdtliche Temperaturen erfordert

oder auftritt, wenn sich das System jenseits der Mott-Dichte befindet, bei der auch der letzte
Bindungszustand verschwindet. Bei den Systemen, die in dieser Arbeit betrachtet werden,
wird beides nicht erreicht. Deshalb muss von einem patrtiell ionisierten Plasma ausgegangen
werden, in dem es sowohl freie Elektronen als auch gebundene elektronischiedéugibt.

Die experimentelle Bestimmung des Anteiles freier Elektronen in einem Plasma erfolgt
in der Regel mit Hilfe optischer Methoden, mit denen auch ihre Temperatur ermittelt wer-
den kann. Eine der genauesten Methoden ist dabei die Auswertung der Thomson-Streuung
eines Laserpulses am zu untersuchenden Plasma, siehévieuR:fibroeks 94 Bei sol-
chen Experimenten wird das Laserlicht elastisch an fest gebundenen Elektronen (Rayleigh-
Streuung) oder inelastisch an freien bzw. schwach gebundenen Elektronen (Thomson-
bzw. Compton-Streuung) gestreut. Das \#this der freien bzw. nur schwach gebunden
Elektronen zu den gebundenen kann aus demaleris der jeweiligen Intengiten des
gestreuten Lichts berechnet werden. Zusammen mit eidéremd des Experiments be-
kannten Dichte kann daraus der mittlere lonisationsgrad bestimmt werden. Aufdauss
die Temperatur des Plasmas geben die aufgrund der thermischen Bewegung der Elektronen
aufgeweiteten Spektrallinien.

In der Regel werden Thomson-Streuexperimenten mit optischen Lasern betrieben. Die-
se propagieren allerdings nur ifithen Medien mit Elektronendichters < 10°1 cm=3, da
der mittlere Abstand der Teilchendg$er als die benutzte Wellémge sein muss. Plas-
men mit sehr viel bheren Elektronendichten sindrfWellenbngen im sichtbaren Be-
reich optisch dicht, was auch bereits bei der Temperaturbestimmung des Plasmas in den
Schockwellen- und Drahtverdampfungsexperimenten Probleme bereitet, siehe Bapitel

Um dennoch Plasmen auch bei hohen Dichten auf ihre Zusammensetzung untersuchen
zu kdnnen, sind zur Durckihrung der Thomson-Streuexperimente hochintensive X-ray-
Laser erforderlich. Ein solcher Versuch ist erstmalsGiepzer 03 vorgestellt worden: In

43
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einempump and probé&xperiment wurde der mittlere lonisationsgrad von Beryllium bei
Festk’.‘)rperdichtepg‘e = 1.84 g/cnt untersucht. Br die Bestimmung der Temperatur des
Plasmas, die inGlenzer 03 mit 20000 K< T < 600000 K angegeben ist, wird der beste
RPA-Fit an die im Vergleich zur Thomson-Linie niedriger liegende aufgeweitete Compton-
Linie benutzt.

Dieses Experiment stellt einen Durchbruch bei der Untersuchung von Plasmen bis in
den Bereich desvarm dense mattedar. In diesem Kapitel wird deshalb eine Methode
zur Berechnung der Zusammensetzung eines Berylliumplasmas vorgestellpartialdy
ionized plasmdPIP) Modell. Die Grundlage dieses Modells ist dagmische Bilddas ur-
spiunglich fur kleine Dichten entwickelt wurddEpeling 694 Entsprechend ist die hier vor-
gestellte Methode zur Berechnung der Plasmazusammensetzung séhidgdle Plasmen
anwendbar. Der Vergleich mit den experimentellen DaterBeryllium wird aber zeigen,
dass das PIP-Modell auch gute Ergebnissesfark nichtideale Plasmen liefern kann.

5.1 Das chemische Bild

Plasmen bestehen aus positiv geladenen Atomkernen und negativ geladenen Elektronen, die
frei sein kOnnen oder gebundene Zaste verschiedener Anregungsstufen bilden. Durch
Losung der Sclidinger-Gleichungir dieses Vielteilchensystem ist es theoretiscylich,
das gesamte Spektrum von elektronischen (Bindungs-aAdst mit entsprechenden dich-
teablangigen Eigenwerten darzustellen. Dieses anerkagmtsikalische Bildler Materie
hat tat&chlich nur zwei exaktdisbare Blle: ein System mit einem Elektron und einem
Atomkern, wobei die bsung analog zum Wasserstoffatom berechnet werden kann, und
ein neutrales System b&i = 0 mit einem Kern der Ladung+ und entsprechend vielen
Elektronenz, wobeiZ — « geht. Kraeft 84.

Die letztere lbsung geht auf das Thomas-Fermi-Mod&hpmas 27Fermi 2§ zuriick,
das Grundlage vieler Berechnungen thermodynamisch&Besr ist, siehe z. BScott 52
Kirshnitz 76 More 88. Der Glltigkeitsbereich des Thomas-Fermi-Modells ist mit diesen
Arbeiten systematisch erweitert worden. Insbesondere wurde gezeigt, dass das verbesserte
Thomas-Fermi-Modell auchif hohe Temperaturen gute Ergebnisse lieféintghnitz 76.
Dennoch gelten diese Zustandsgleichungen in erster Linie bei hoher Entartung des Elektro-
nensystems und deshalb vornehmlich bei hohen Dichten.

Im chemischen Biladverden verschiedene gebundene elektronischeaddstin Grup-
pen zusammengefasst und neben den Atomkernen und freien Elektronen als neue Teilchen-
sorte behandeltHbeling 69a Ebeling 7§. Mogliche Kriterien fir die Einteilung in eine
jeweilige Teilchengruppe sind z. B. die Gesamtladung, die Masse oder der Radius. So kann
es in einem Wasserstoffplasma neben Protonen und Elektronen z. B. auch AtomdjiMolek

Lpump and prob&xperiment: Der zu untersuchende Zustand wird mit einem ersten Laser erzeugt (pump)
und dann mit einem zweiten Laser untersucht (probe).
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oder H -lonen geben. Selbst eine Einteilung nach verschiedenen Anreguragsteistist
moglich [Ebeling 99, auch wenn das betrachtete System dadurch mitunter sehr komplex
ist. Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen wird mit Hilfe effektiver Paarpotentiale
beschrieben.

Beide Bilder liefern gute Resultatarfden Hochtemperaturfall. Modelle, die auf Grund-
lage des chemischen Bildes entwickelt wurden, gelten aber eher im Fall niedriger Dichten:
Die Einteilung der elektronischen Zastde &llt leichter und das Konzept der Paarpoten-
tiale stellt eine gute Bherung dar. Das Thomas-Fermi-Modell ist dagegewvélistandige
Entartung entwickelt worden. Um Transporteigenschaften eines Plasmas bei hohen Dich-
ten zu untersuchen, erscheint deshalb die Berechnung einer Zusammensetzung mit dem
Thomas-Fermi-Modell als Grundlage ratsam. Aber: Wie bereits amgbdgt, gibt es Evi-
denzen dair, dass auch das chemische Bild bei hohen Dichten gute Ergebiiisde f
Zusammensetzung eines Plasmas liefert. Transporteigenschaftearkdeshalb mit die-
ser Zusammensetzuridper einen Dichtebereich untersucht werden, der von idealen Plas-
men hin zu nichtidealen Plasmen reicht. Das folgende Kapitel wird deshalb zeigen, wie
die Zusammensetzung von Beryllium berechnet wird, um danach mit den experimentellen
Ergebnissen von Glenzet al. zu vergleichen.

5.2 Die Zusammensetzung von Beryllium

5.2.1 Gekoppelte Massenwirkungsgesetze

Um das Modell des Berylliumplasmasoglichst einfach zu halten, seien im Folgenden
lediglich lonen B&+ verschiedener Ladungehund Atome B&+) als Komponenten zu-
gelassen. Die maximale Ladung der Berylliumionen ist beégttirauf die Anzahl der im
Kern vorhandenen Protonefiax = 4. Angeregte Zuéinde seien hier nicht betrachtet.

Die einzelnen Bestandteile, didmer lonisationsreaktionen

BelZ U+ =~ Beft 4 e (Z2=1,2... Zmax) (5.1)

auseinander entsteherrinen, haben Partialdichtaw, die sich zur Gesamtdichte der
schweren Teilchen aufaddieren

Zmax
Nschwer= ; nz. (5.2)
=0
Die Anteile der einzelnen lonensorten an der Gesamtdichte seien defimgert
n
Oy = 2. (5.3)
Nschwer

Zusatzlich soll das Berylliumplasma nach auf3en neutral sein, so dass gilt:

Ne = glznz. (5.4)
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Der mittlere lonisationsgrad, der im physikalischen Bild eine effektive Ladung der lonen
ware, ist gegeben durch die Anzahl freier Elektronen pro schwerem Teilchen:

Ne

Oe = (5.5)

Nschwer

Eine weitere Annahme ist, dass sich das Plasma im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet und deshalb die freie Ener§idzw. ihre Dichtef = F /V minimal ist. Aus dieser
Bedingung ergeben sicliif die chemischen (Gleichgewichts-)ReaktionBrif Anforde-
rungen an die chemischen Potentigle= %\T:konst:
ion

z-1+E7" =z +He (Z=1,2...Zmay). (5.6)

Eingehende Gif3en sind die IonisationsenergiE'ﬁ”, siehe Tabell\.1.2
Fur ein ideales System ohne Wechselwirkungen @httlie freie Energiedichte aus-
schliellich ideale Anteile der einzelnen Subsysteme

Zmax

fid — f;d+; fid (5.7)
=0

Hinzu kommen iir reale Plasmen Wechselwirkungsanteile, dieflh zusammengefasst
seien. kir die freie Energiedichte undif die entsprechenden chemischen Potentialélerh
man so den Ansatz

 — fid+fint
Wz = pg (5.8)

Die schweren Teilchen Bé konnen klassisch behandelt werdend ~ 10-°). Daher
gilt far ihre chemischen Potentiale

q  1onzA3 1
Uz BIn o (z=0..4), B T
mit den bereits erdhnten Partialdichtenz, der dazugebrenden thermischen Wellémge
Nz (Gleichung 2.4)) und statistischen Gewichtep, die sich aus der Summe interner Frei-
heitsgrade ergeben. Letztere geben hier ausschliellich die Andghther Spinverteilun-
gen der Elektronen am lon aniiFeine gerade Anzahl von Elektronendgt= 1, undgz = 2
gilt, wenn die Anzahl der Elektronen ungerade ist. Setzt da®) (nh die Bedingungenifr

(5.9)

2Haufig sind die Bedingunge® ) auch ohne die Energien gegeben. Die chemischen Potentiale enthalten
dann einen zu@#zlichen Energieterm, deren Differenz die flie Reaktion notwendige Energie ergibt. Beispiel:
0 0 pion _ 0_ 0
M — W +E], o — o+ E5, EX" =E] —E5.
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das chemische Potentid@l.@) ein, ertalt man ein System aus gekoppelten Massenwirkungs-
gesetzen, die auch @aha-Gleichungebhekannt sind:
int int int)]

nz = nz+1gizeXp[B(Eizon+UE+Pe +Hzi1— Mz
gz+1

= nz-22 exp[B (WS +ERN+1;)] . (5.10)
Oz+1

Die GroReAz = Wi + Pt | — pit 1asst sich als Shift der lonisationsenergien interpretieren.
Seine Wirksamkeit nimmt mit der Dichte des betrachteten Systems zu.
Da die Elektronen, im Gegensatz zu Atomen und lonen, quantenmechanisch betrachtet

werden nfissen, erfolgt die Berechnung vﬂ@ mit Hilfe der FermifunktiorF, , (Definition
(C.6)3
NeA3

O
Mit Festlegung der Wechselwirkungsanteile der freien Energiedichte, und damit des chemi-
schen Potentialsabst sich das Gleichungssystem &g @ und (.4) bediglich der Parti-
aldichtennz losen — man edit die Zusammensetzung des Berylliumplasmagpartially
ionized plasmgPIP) Modell.

Fr2(Bd) = (5.11)

5.2.2 Wechselwirkungsanteile der freien Energiedichte

In erster Linie ist ein Plasma ein System aus geladenen Teilcheihéeialas abgeschirmte
Coulomb-Potential wechselwirkeniiFden Grenzfall kleiner Kopplung und kleiner Ent-
artung ist dieser Beitrag zur freien Energie durch die um Quantenkorrekturen erweiter-
te Debye-Hickel-Theorie gegebergbye 23 Ebeling 89 Forster 91h. Weitere Untersu-
chungen eines voll ionisierten Plasmas lieferten Erkenntiliseedie Wechselwirkung ge-
ladener Teilchen und ihren Beitrag zur freien Energie in anderen Parameterbereichen. So
gibt es zum Beispielifr die Korrelationsbeitrige eines Elektronengases ek 0 analyti-
sche Ausdicke im Niederdichte\Wigner 34 und im HochdichtegrenzfalGell-Mann 57.
Sie werden er@nzt durch MC-Simulationen im Zwischenberei€eperley 81

Um die Coulomb-Beitige zur freien Energiedichte” in einem groRRen Dichte- und
Temperaturbereich zu bestimmen, bietet es sich an, zwischen den bekannteralerenzf
zu interpolieren. Eine Variante sind Fadé\pproximationen, bei denen in der einfachs-
ten Form mit Hilfe einer gebrochen rationalen Funktion zwischen zwei funktionalen Zu-
sammenhngen interpoliert wird. Durch Eidthrung zuatzlicher freier Parameter ist ei-
ne Anpassung an weitere bekannte Verhaltensweisen einer Funkfiglicm Diese Va-
riante ist insbesonderéif Wasserstoff sehr erfolgreich angewendet wordglne[ing 85

3Gute Approximationenifr die hier zu verwendenden Fermifunktionen und ihre Inversen finden sich in
[Zimmermann 88
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Stolzmann 0P Es gibt aber auchiir Plasmen mit mehreren lonensorten und freien Elek-
tronen Pad-Formeln, die die Belige der Elektron-Elektron-, Elektron-lon- und lon-lon-
Wechselwirkungen zur freien Energiedichte beschreibérsfer 91&

Dazu ist f¢ aufgeteilt worden inf¢ = f;j + fei + fee Der Term der Elektron-
Elektron-Wechselwirkundee entralt neben dem bekannten Hartree-Fock-Austauschbeitrag
fur T = 0 eine Paé-Approximation, die zwischen den bereits ahmten Grenilen
der Wigner-Kristallisation \[Vigner 34 und dem Ergebnis von Gell-Mann und Brueck-
ner [Gell-Mann 57 interpoliert. Im Ubergangsbereich ist diese Funktion an tigtfa-
re MC-Daten Ceperley 8D angepasst worden. Die anderen beiden Terme siné-Pad
Interpolationen zwischen dem durch Quantenkorrekturen modifizierten DelgleeH
Verhalten und Ergebnissen aus deme fluid model(OFM) [Rosenfeld 8D Anstelle
des OFM st eigentlich das Linear Mixing der verschiedenen lonensoHansen 77
Rosenfeld 8Rzu favorisieren. Dieses Modell istif die Konstruktion der PadFormeln
aber weniger geeigneteriFDetails sieheHorster 914

Neben den geladenen Teilchen gibt es in dem hier benutzten Plasmamodell auch Neu-
tralteilchen, die sowohl untereinander, als auch mit den Elektronen und lonen wechselwir-
ken kbnnen. Die am Ort eines Atoms gegebene Falltst fir die Wechselwirkung mit
einem lon ist durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung des elektrischen Mikrofeldes ge-
geben, dass durch digberlagerung der Potentiale der umgebenen lonen entsteht. Die-
ses Mikrofeld ist bereits in einfacherderung mit unatidngigen lonen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit viel kleiner als die Wechselwirkung eines einzelnen lons mit einem Atom
[Holtsmark 194 Der Grund daifir sind die sich gegenseitig aufhebenden Potentiale der lo-
nen. Der Einfluss von Abschirmung und Paarkorrelationen zwischen den lonen verschiebt
das Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung sogar zu noch kleineren Mikrafetdst
[Baranger 59Hooper 66. Die moglichen Feldsirken zwischen Atom und Elektron sind
dagegen schon wegen debgtichen kleineren Ab&inde zwischen diesen Teilcherofer
als die der Atom-lon-Wechselwirkung. Letztere sei deshalb, ebenso wie die Atom-Atom-
Wechselwirkung, die eine nochikzere Reichweite hat, vernaébkigt. Einzig die Wech-
selwirkung der Elektronen mit den Atomdéier das abgeschirmte Polarisationspotential
(2.14 mit einem Abschneideradiug nach @.15 sei beficksichtigt. Dieser Anteil an der
freien Energiedichtef”P, kann mit Hilfe des zweiten (linearen) Virialkoeffizient@?"
gerahert werden:

fPP = noneB™",  BPP = / d3rv PP, (5.12)

Setzt manf" = €+ PP hat man bereits einen GroRteil der Wechselwirkungen in ei-
nem Plasma beschrieben. Insbesond@rédhe Dichten reicht dieser Teil jedoch nicht aus:
Es ist bisher nicht in Betracht gezogen worden, dass Atome und lonen keinequamktf
gen Teilchen sind und daher einedgticherweise nicht zu verna&dsigenden Anteil des
vorhandenen Volumens verbrauchen. Eine sehr gateeNing @ir die freie Energie eines
System mit gleich groRen Teilchen ist die bekannte Carnahan-Starling-Farnteaifte-
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Kugel-SystemeCarnahan 6P Diese beruht auf dem gewichteten Mittel zweidrsungen
der Ornstein-Zernicke-Gleichung in Percus-Yevicikérung, die inlfebowitz 64 fur die
Mischung verschieden grof3er harter Kugeln hergeleitet wurde. Die gleiche Wichtung ist in
[Mansoori 7] benutzt worden, um den Anteil der Harte-Kugel-Wechselwirkungen in der
freien Energiedichtef™S, anzugeben.

Durch die Einbeziehung der Harte-Kugel-Anteile in die freie Energiediahés " =
fC 4+ fPP4 £HS gehen durch diedtige Festlegung effektiver Radien der lonen und Atome
neue unbekannte Parameter in die Rechnungen ein. Binfighhenutzte Bherung ergibt
sich aus der Slater-Reg@ilpter 3, die die Elektronenkonfiguration mit dem Radius eines
Atoms bzw. lons verbindétEs zeigt sich aber, dass die so ermittelten Werte insbesondere
fur lonen teilweise stark von gemessenen Werten abweichen. So ergibt siclslzeh3()
fur das Berylliumatom ein Radius vog = 0.109 nm, der mit einem gemessenen Wert von
ro = 0.106 nm Kittel 89] noch gutiibereinstimmt. Br das zweifach geladene lon Be
erhalt man aber mit; = 0.057 nm einen fast doppelt so grof3en Radius wie den gemessenen
von r, = 0.03 nm. Die hier benutzte &herung ist deshalb, Teilchen mit gleicher Anzahl
besetzter Schalen gleiche Radien zuzuordnen. Damit ergibt @idBefylliumry ~ rg =
0.106 nm und3 ~ r, = 0.03 nm mit gemessenen Datdmr flas Atom (p) und das zweifach
geladene lon B (ry) [Kittel 89]. Die Anzahl der zustzlichen Parameter, die durch die
Einbeziehung des Teilchenvolumens in die Berechnung der Wechselwirkungsanteile der
freien Energiedichte eingehen, reduziert sich so auf zwei.

5.2.3 Ergebnissedr Beryllium

Die Losung des Gleichungssystems and Q) und (.4) fuhrt mit den in Kapiteb.2.2an-
gegebenen Bherungeniir die Korrekturen zum idealen chemischen Potential zu einer Zu-
sammensetzung, dier die partiellen Anteileiz der einzelnen schweren Teilchen an der
GesamtdichteH.3) undiiber einen sich ergebenen mittleren lonisationsgrag Zet (5.5
charakterisiert werden kann.

Abbildung5.1 zeigt typische Beispieldif die Zusammensetzung eines Berylliumplas-
mas im PIP-Modell, wobei darauf geachtet wurde, dass sowohl nahezu ideale Plasmen, also
auch der Fall nichtidealer Plasmen auftretdn.Abbildung 5.1(a)erkennt man zuichst,
dass der mit zunehmender Temperatur bei fester Dichte schrittweise imdhmardeladene
lonen auftreten, bis diedthste lonisationsstufe und damit ein vdlsdig ionisiertes Plasma
erreicht ist. Der mittlere lonisationsgrad steigt dementsprechend kontinuierlich mit stei-
gender Temperatur an. Der vergleichsweise breite Temperaturbereich, in dem die zweifach

4Der Radius eines lons oder Atoms ist in diesem Modell durch den Abstand des Maximums der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit desuf3ersten Elektrons gegeb@igter-Orbita). Die Slater-Regel gibt einfache An-
leitungen zur Berechnung dieses Maximums.

5Die in Abbildung5.1 angegebenen Wertérfden Kopplungsparametérbzw. den Entartungsparameter
O sind fur die dort gezeigte Zusammensetzung berechnet. Insbesondere wudéeBerechnung voh nach
(2.1) Z = ae als mittlere Ladung der lonen angenommen.
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Abbildung 5.1: Zusammensetzung eines Berylliumplasmas im PIP-Modell

geladenen lonen dominieren, ist im Wesentlichen dadurch zérerkl dass Be ein lon
mit vollbesetzter Schale ist. Das heifl3t, es gibt einen vergleichsweise groRen Abstand zwi-
schen den IonlsatlonsenerglEg?“ und E'On siehe Tabell@.1. Die Harte-Kugel-Anteile in

der,jiéreden fn”“l\%ﬁ ILQP gﬂ ort |s r\?eaﬂaﬁe gha, teesnr%rl‘tt e'rCehrﬁeI(\)/%nonggrades in

k%l nglgskelt von der hte bei einer festen Temperatur Yoa 20000 K dargestellt.
Fur kleine Dichten verdlt sich das Plasma entsprechend den idealen Saha-Gleichungen:
Der mittlere lonisationsgrad nimmt durch Relokalisierung der vorhandenen freien Elekro-
nen ab, was dem Auftreten niedriger geladener lonen entspricht. Bei einer Dichte von
p~0.02 g/cnt (I ~0.5,© ~ 7.8) andert sich dieses Verhalten: Der mittlere lonisationsgrad
steigt wieder an. Die Ursache dafsind die Wechselwirkungsanteile im chemischen Poten-
tial, die bei diesen Dichten effektiv die lonisationsenergie der vorhandenen lonen absenken.
Abbildung 5.2 zeigt dies sehr deutlich: @hrend sictEL" und EP" relativ gesehen kaum
verandern — B&" und B€"* spielen in der in Bilds.1(b) gezeigten Zusammensetzung mit
einem relativen Anteiti; < 10-1%keine Rolle — tritt fir die erste und zweite lonisationsstu-
fe eine deutliche Absenkung der effektiven IonisationseneEQﬂeqL Az (siehe Gleichung
(5.10) auf. Die Folge ist ein vermehrtes Auftretediter geladener lonen, was insbesondere
in dem steilen Anstieg voa. innerhalb eines sehr kleinen Dichtebereichs seinen Ausdruck
findet. Dieser Prozess debergangs eines Plasmas von einer niedrigen auf éinertyela-
dene lonisationsstufe innerhalb eines kleinen DichtebereichDirckionisationgenannt.
Er ist ein MottUbergang in ungeordneten Systemen.

Im Hinblick auf die Transporteigenschaften sei bereits hier angemerkt, dass die
Druckionisation ndirlich auch Einfluss auf solche &en wie elektrische Le#higkeit
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Abbildung 5.2: Effektive lonisationsenergien eines Berylliumplasmad bei20000 K in
Abhangigkeit von der Dichte. Gestrichelte Linien geben die uiwderte lonisationsenergie
an und dienen der Orientierung.

oder Thermokraft hat. Insbesondere wird dietdrte Zahl freier Elektronen in der hochio-
nisierten Phase zu einedlheren elektrischen Le#higkeit tihren.

5.3 Druckionisation und Plasmaphaseiibergang

Diese Arbeit besdhtigt sich mit der Festlegung der Zusammensetzung eines Plasmas in
einem grof3en Dichte- und Temperaturbereich und weniger mit der zugrundeliegenden Zu-
standsgleichung. Dennoch verlangt der Prozess der Druckionisation&ieecrBetrach-

tung im Hinblick auf ndgliche Phasediberginge. DerUbergang, der sich in Abbildung
5.1(b)noch harmlos zeigt, siehiif Temperaturefl < 16000 K doch etwas anders aus: Es
tritt die Situation ein, dass ein System bei konstanter Dichte offenbar verschiedene mittlere
lonisationszuginde annehmen kann, siehe Abbilding

Ein ahnliches Verhalten findetdster fir Wasserstoff forster 914 Ausgehend von
Reaktion-Diffusionsgleichungen kommt er zu dem Schluss, dass es sich in diesem Fall um
ein System mit zwei stabilen Zi#stden handeln muss érfBeryllium analog gezeigt in
Abb. 5.3(b) Fur die freie Energie heildt das, dass es zwei lokale Minima geben muss, die
das Plasma bei einer Dichte un®@ g/cn? annehmen kann.

Eine Untersuchung der freien Energie — hier bei fester Dichte im vierdimensionalen
Raum — steht noch aus und wird, wegen des relativ kleinen Dichte- und Temperaturbereichs,
in dem die Instabilét auftritt, auch von dieser Arbeit nicht geleistet. Es ist aber sicher
interessant, die Druckionisation als Phagsergang und damit zusammeémgende Fragen
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Abbildung 5.3: Mittlerer lonisationsgrad eines Berylliumplasmas in &igdigkeit von der
Dichte fur verschiedene Temperaturen und Interpretation als System mit verschiedenen sta-
bilen Zusnden nachHorster 91&

wie Festlegung des kritischen Punktes (hier wohlRei 16000 K undpc ~ 0.2 gl/cr?)
oder Art dedUbergangs zu untersuchen.

5.4 \Vergleich mit experimentellen Daten

Bisher ist dargelegt worden, wie man innerhalb des PIP-Modells die Zusammensetzung
eines Plasmas festlegt. Auch Ergebnisse sind bereits gezeigt worden. Dieses Kapitel soll nun
endlich zeigen, dass das Modell des patrtiell ionisierten Plasmas zumiddé&sriyllium
auch im Grenzfall hoher Dichte gute Ergebnisse liefert. Mittel dazu ist der Vergleich mit
den experimentellen Daten von Gleneeial. [Glenzer 03Kuhlbrodt 03.

Abbildung 5.4 zeigt die experimentellen Daten im Vergleich mit Ergebnissen ver-
schiedener Zustandsgleichungen. ACTE2Ct{vity expansion[Rogers 0)) ist, ebenso
wie PIP, ein Modell, dass von verschiedenen Teilchensorten ausgeht. Die anderen beiden
Zustandsgleichungen sind erweiterte Thomas-Fermi-Modelle: LASNBE&Sjarlais 01
Desjarlais 02ist ein hydrodynamischer Code, der eine Interpolation zwischen der elek-
trischen Leithhigkeit beiT = 0 und der Hochtemperaturleithigkeit als Kalibration be-
nutzt. QEOS More 8§, in seiner numerischen Umsetzung MPQeldsrp 99, korrigiert
das urspingliche Thomas-Fermi-Modell um ghomenologische Bindungskorrekturen zur
freien Energie der Elektronen und passt die lonen-Bewegung an bekanntezBecaa?

8Mehr zu MPQeos in Kapitel. 1
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Abbildung 5.4: Ergebnisse verschiedener Zustandsgleichungen zur Zusammensetzung von
Beryllium im Vergleich mit experimentellen Date@lenzer 03

Bei hohen Temperaturen, alsorfden Fall des nahezu idealen Plasmas, liefern alle vier
Theorien Ergebnisse, die mit den Messweriidereinstimmen. Differenzieren lassen sich

die Modelle erst bei Temperatur@n< 200000 K: Wahrend die Modelle, die dem physika-
lischen Bild entspringen, ein lineares Abfallen des mittleren lonisationsgrade mit sinkender
Temperatur vorhersagen, saturiag in den chemischen Modellen. Damit bé#gen sie

den experimentell gefundenen Trend im Verhalten des lonisationsgrades eines Plasmas bei
Festlorperdichte’

5.5 Zwischenbilanz

Da die Losung der Sclidinger-Gleichungiir ein Vielteilchensystem unaglich ist, muss
die Zusammensetzung eines Plasmas mit Hilfe vahédungen ermittelt werden. Einer der
Ansatze ist das chemische Bild, das verschiedene elektronische Bindurgsirisis ei-
genséndige Teilchen neben freien Elektronen und Atomkernen definiert. In diesem Kapitel
ist am Beispiel von Beryllium gezeigt worden, wie innerhalb dieses Bildes die Zusammen-
setzung eines Plasmas berechnet werden kann.

Die Ergebnisse zeigen, dass bei einer bestimmten Dichte und Temperatur in der Re-
gel jeweils eine lonensorte dominiert. Bei Nichtentartung bzw. ungekoppeltem Ionensys-

"Tatsachlich hat die qualitativ gutdbereinstimmung der Ergebnisse des PIP-Modells mit den gemessenen
Berylliumdaten und bisher unv&ffentlichten Kohlenstoffdaten dazu ggirt, dass das PIP-Modell mit seinen
effektiven lonisationsenergien zur eridiggen Auswertung und Verifizierung der Messungen zu Kohlenstoff
herangezogen wird. Eine entsprechend&ffentlichung ist angedacht.
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tem (kleine Dichten) verdt sich die Zusammensetzung des Plasmasafeden idealen
Saha-Gleichungen: Es kommt mit zunehmender Dichte zur Rekombination und damit zu
einem abnehmenden mittleren lonisationsgrad. Béiehen Dichten senken die Wechsel-
wirkungsbeitage im chemischen Potential effektiv die lonisationsenergie. Als Folge steigt
der lonisationsgrad wieder an. Dieser Prozess der Druckionisation findet in einem kleinen
Dichtebereich statt.li¥ einige Temperaturen ist er im Rahmen des PIP-Modells verbunden
mit einer Instabiliit. In Anlehnung anHorster 91akonnte diese mit einem Phasdrer-

gang innerhalb des Plasmas zusamraeglen.

Der Vergleich mit den gemessenen Werten des mittleren lonisationsgrades von Berylli-
um [Glenzer 03Kuhlbrodt 03 zeigt eine qualitativ, bei hohen Temperaturen auch quantita-
tiv gute Ubereinstimmung. Das gibt Grund zu der Annahme, dass das PIP-Modell auch im
Fall hoher Dichten, wo Bindungszaéstde nicht mehr sauber definiert werdémken, gu-
te Ergebnisselir die Zusammensetzung eines Plasmas — oder zuminidedeh mittleren
lonisationsgrad — liefert. Zusammen mit einer guten Transporttheorie kann dieses Modell
also nicht nur zuvedssige Ergebnisséif Transporteigenschaften nahezu idealer Plasmen
liefern, sondern einen Dichtebereich bis in diéhé der Festirperdichte abdecken. Ob dies
tatsachlich gelingt, wird im achsten Kapitel gezeigt werden.



Kapitel 6

Transporteigenschaften konkreter
Systeme

Die Lineare Response Theorie in der Formulierung von Zubarev Karairf vollsindig io-
nisiertes Wasserstoffplasma die bekannten Grenzwerte der Spitzer- und der Ziman-Theorie
reproduzieren. Deshalb ist diese Theorie sehr gut geeignet, Transportkoeffizienten eines
solchen Modellsystems zu beschreiben, siehe KagitélZiel dieser Arbeit ist aber die
Berechnung von Transportkoeffizienten in Systemen, wie sie in den Schockwellen- und in
den Drahtverdampfungsexperimenten erzeugt und diagnostiziert wurden.

Die Ergebnisse des PIP-ModellgrfBeryllium geben Grund zu der Annahme, dass
Systeme, in denen ebenfalls ausschliesslich Atome und verschieden geladene lonen auftre-
ten, mit diesem Modell gut beschrieben werdénken. In diesem Kapitel soll deshalb die
LRT systematisch auf Edelgas- und Metallplasmen angewendet werden, deren Zusammen-
setzung innerhalb des PIP-Modells festgelegt wird. Der Schwerpunkt der Darstellung der
Ergebnisse liegt dabei wegen der gegebenen Vergleiagigrhkeiten mit experimentellen
Daten auf der elektrischen Leithigkeit.

6.1 Edelgase

Die Erzeugung von Schockwellen in Plasmen mittels Sprengstoff hat zu einer Serie von
Experimenten géfrt, durch die dir alle Edelgase bis auf das radioaktive Radon Daten
fur die elektrische Lei#higkeit vorliegen, siehe Kapit8l1 Diese Experimente sind - mit
Ausnahme der Experimente zur elektrischen &ditfikeit von Xenon - entweder bei klei-

nen Dichte bis zyp < 0.1 g/cn? oder aber bei sehr groRen Dichten bisge: 10 g/cn?
durchgeiihrt worden. Die Temperaturen decken einen Bereich 5080rk<25000 K ab,

bei Krypton gehen sie bis 15000 K. Neon ist nir T 20000 K bei zwei Dichten ver-

55
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messen wordehBei Xenon ist, aufgrund derifle der Experimente, der gesamte Dichte-
bereich 0001 g/cn? < p < 10 g/cn? abgedeckt. Auch der Temperaturbereich ist mit 5000
K< T < 100000 K ausgedehnter, als bei den anderen Edelgasen. Hinzu kommtjdass f
Xenon auch Reflektiviiten gemessen wurdeMiptsev 89 Reinholz 03, die Hinweise auf
einen Metall-Nichtmetallbergang liefern. Aus diesem Grunde wird der Vergleich mit den
experimentellen Dateriif Xenon den Schwerpunkt dieses Kapitels bilden. Alle anderen
Vergleiche finden sich in Anharig.4.

6.1.1 Zusammensetzung

Wie bei Beryllium in Kapitel5.2, soll das Edelgasplasma aus Atomen, lonen verschiedener
Ladungen und einer der NeutrdlisbedingungH.4) geriigenden Anzabhl freier Elektronen
bestehen. Die Anzahl verschiedener lonen im Grundzustand ist dirficla¢ Weise be-
grenzt durch die Anzahl von Protonen im Atomkern.

Die Zusammensetzung der Edelgase berechnet sich wieder aus dem Gleichungssystem
(5.10+(5.4). Fur Xenon mitZnax = 54 ware die Wosung fir 55 gekoppelte Gleichungen
zu finden. Die ta@chlich maximal zu betrachtende Ladung, und damit der Umfang des
Gleichungssystemsasst sich aber begrenzen: Der Anteil einiger lonensorten Kargirfe
bestimmte Dichte und eine bestimmte Temperatur sehr klein sein, siehe Abbdi(ag
Diese lonensortendnnen bei der Berechnung der Zusammensetzung eines Plasmas ver-
nachhssigt werden. \wde man sich z. B. bei dem in Abbildurdgl(a)gezeigten Berylli-
um vonp = 0.1 g/cn? nur filr den Temperaturbereich einiger 10000 K interessiet@amte
Zmax = 2 fur die Losung des Gleichungssystenis1()+(5.4) gesetzt werden. Im Fall der
hier betrachteten Edelgase — aulRer bei Xenon uritlight Helium — reichen drei lonisa-
tionsstufen. Bei Xenon ist die maximale Anzahl betrachtbarer lonensorten noch durch eine
weitere Tatsache begrenzt: Als Eingabedaterdtighman fir jede lonisationsstufe die lo-
nisationsenergien. Bei Xenon waren nur die ersten drei als gemessene Werte auffindbar.

Neben den lonisationsenergien sind die Radien der Atome und lonen Parameter der Be-
rechnung der Zusammensetzung. Die Slater-Re&jetgr 3Q ist eine Moglichkeit, Radien
der Atome und lonen zu berechnen. Der Effekt, den das besetzte Teilchenvolumen in die-
sem Fall auf die Zusammensetzung der Edelgasplasmen hat, ist vassigbér, wie in
Abbildung 6.1 am Beispiel von Xenon béi = 20000 K gezeigt wird. Die Slater-Radien
erweisen sich aber, verglichen mit den gemessenen Werten der Akatred §9], als zu
klein. Abbildung6.1 zeigt deshalb auch eine hypothetische Rechnung, bei der die Radien
der Xenonatome und -ionen via

o
rz = rgmerf%'ater (2=0...3) (6.1)

1Die hier angegebenen Dichtebereiche sind teilweise Angaben Radoy 01.

2|onisationsenergiendnnen auch mit der Slater-Reg@&lfiter 3Q berechnet werden. Die so gefundenen
Werte sind aber im Vergleich zu experimentellen Daten zu grof3. Deshalb wurde auf den Einsatz dieser berech-
neten Werte verzichtet.
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Abbildung 6.1: Effekt verschiedener Radien der Atome und lonen auf den lonisationsgrad
von Xenon.fHS steht fir den Harte-Kugel-Anteil in der freien Energiedichte.

so skaliert wurden, dass sicirfdas Atom der gemessene Radiysrgibt. Einen Effekt
zeigt diese Rechnung ausschliel3lich auf die Grenzdichte, bei der die Druckionisation auf-
tritt: Sie erfolgt statt bep ~ 4.5 g/cn? beip ~ 3 g/cn?.

Die Rechnung mit den Radien, die durch die Skalierund) (festgelegt wurden, soll
nur den Effekt zeigen, den der Einfluss des Teilchenvolumens auf die Zusammensetzung
eines Plasmas haben kann. Die Zusammensetzung der Edelgasplasmen ist letztlich ohne

den Einfluss der TeilchenglRe berechnet worden. Die Zahl der unbekannten Parameter des
PIP-Modells ist dadurch verringert.

Eine weitere Bemerkung gilt der Festlegung des cutoff-Radius Polarisationspo-
tential 2.14): Es ist festgestellt worden, dass im Fall von Xenon die Benutzung der Formel
(2.19 zu einem Wechselwirkungspotential zwischen Elektronen und Atorilert, fdass
fur Abstander ~ 1 ag starker als das Coulomb-Potential zwischen Elektron und lon ist
[Reinholz 03. Die als Alternative angegebene Benutzung des atomaren Radius hat aller-
dings nur wenig Einfluss auf die Ergebniséénlich wie fiir die Einbeziehung der GRe
der Partikel gilt, dass sich Unterschiede im Wesentlichen auf die Dichte auswirken, bei der
die Druckionisation stattfindet: Jedgder der Radius, je eher debergang zur hochioni-
sierten Phase. Der Effekt ist aber kleiner als der in Biltigezeigte, so dass auch er in den
Rechnungen vernaddsigt wird.

Die Abbildung6.2 zeigt nun, analog zur Darstellung der Ergebnisgeleryllium in
Abbildung 5.1, die Zusammensetzung von Xenon. Ausgehend von &ifa)lasst sich
feststellen, dassif die hier betrachtete Dichte vgn= 1.0 g/cn? die Begrenzung auf drei-
fach geladene lonen bis zu einer Temperatur Voa 70000 K keine Beeinéichtigung der
Ergebnisse zeigt Tatsachlich ist der Dichtebereich, in dem zuassige Dateniir die Zu-

SKriterium ist ein Anteilag < 40 %. Es entstammt der Betrachtung der Ergebnisse zu Beryllium und auch
zu den Metallen, siehe Abbildurgy7(a) Sobald eine lonensorte einen Anteil an der Gesamtdichte von 40 %
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Abbildung 6.2: Zusammensetzung eines Xenon-Plasmas im PIP-Modell

sammensetzung von Xenon ermittelt werdénten, von der jeweils betrachteten Tempera-
tur ablangig. Abbildungs.3zeigt deshalb eine Temperatur-Dichte-Ebene mit dem Bereich,
in dem die Berechnung der Zusammensetzung des Xenonplasmas unbeeinflusst von der
Begrenzung auf,.x = 3 durchgefihrt werden kann.

Abbildung6.2(b)zeigt fur 20000 K, dass bei einer Dichte vpr 4.5 g/cn? ein Anteil
dreifach geladener lonen im Xenon vorhanden ist, der auf die Existenz eines nicht mehr zu
vernachiissigenden Anteils von Xé schlieRenasst, siehe auch Abbilduréy3. Bei etwa
dieser Dichte findet die Druckionisation statt. Sie igtT < 33000 K mit einer Instabilt
verbunden, die bereitsif Beryllium zu konstatieren war, siehe KapiteB. Der Loop, den
z. B. der Anteil der Xé"-lonen an der Zusammensetzung zeigt, ist ein Artefakt dieser
Instabilitat.

In der elektrischen Leiéhigkeit wird sich das Verhalten des mittleren lonisationsgrades
O widerspiegeln, da das Vefgen, Ladung zu transportieren, wesentlich von der Anzahl
freier Ladungstiger abBngt. Es ist also zu vermuten, dass die elektrischedl@gkeit bei
T = 20000 K ein Minimumverhalten aufweist, wie es awchin Abbildung6.2(b)zeigt.

6.1.2 Ergebnisselr die elektrische Leitfahigkeit

Abbildung 6.4 zeigt die in LRT berechneten elektrischen L#fitigkeiten von Xenon bei
verschiedenen Temperaturen im Vergleich zu den bestehenden experimentellet Daten.

erreicht, treten unter Un#stden auchher geladene lonensorten mit Anteilen ~ 1 % auf.
4Bemerkung: Die hier und auch im Kapitél2 gezeigten Ergebnissérfdie elektrische Leitthigkeit von
Plasmen unterscheiden sich leicht von derKintlbrodt 0Q und [Kuhlbrodt 0] gezeigten. Ursache dafsind
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Abbildung 6.3: Bereich, in dem die Zusammensetzung eines Xenonplasmas nicht von der
Begrenzung auf maximal drei lonisationsstufen beeinflusst wird (grau).

Da letztere in Schockwellenexperimenten gewonnen wurden, folgen sie in ihrem Verlauf
Hugoniot-Kurven (Einzelschockexperimente) bzw. Isentropen (Mehrfachschockexperimen-
ten). Deshalb sind in Klammern die Temperaturintervalle angegeberirddaen entspre-
chenden Satz von Daten gelten. Generell gilt: Mit steigender Dichte steigt auch die Tempe-
ratur an.

Fur die theoretisch berechneten Isothermenlmit 30000 K Bsst sich ein sehr systema-
tisches Verhalten feststellen: Mit zunehmender Temperatur steigt die elektrisctéhiggitf
keit. Der Abstand zwischen zwei Isothermen in der hier @aten doppeltlogarhitmi-
schen Einteilung wird dabei geringer. Bei Temperaturen 25000 K weist die elektrische
Leitfahigkeit ein Minimum auf, dass in seinem Verlauf dem des mittleren lonisationsgrades
Oe ahnelt, vgl. Abbildungs.2(b) Dieses Minimum ist insbesondeligr fdie niedrigen Tem-
peraturenl = 10000 K undT = 15000 K ausgejgt. Es ist eine Folge der Relokalisierung
freier Elektronen bei zunehmender Dichte und détspeinsetzenden Druckionisation.

Fur alle Temperatureim < 30000 K ist die Druckionisation verbunden mit einer In-
stabilitat® Fir Dichten 4 g/cr < p < 8 g/cn? lassen sich deshalb zuvaskige Dateniir
die elektrische Leitihigkeit erst angeben, wenn die Ursachen der Instabdinauer un-
tersucht sind. Bei Xenon gilt aber ohnehin, dass die berechneten Dmten-f4.5 g/cn?
wegen der Beschnkung auf dreifach geladenen lonen wenigasslich sind, siehe Abbil-
dung6.3.

numerische Verbesserungen bei der Berechnung der Zusammensetzung.
5Die S-Form in der 15000 K-Isotherme und auch dasaégte S bei Temperaturen 20006KT < 30000 K
sind Artefakte dieser Instabiit im mittleren lonisationsgrad.
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Abbildung 6.4: Elektrische Lei#thigkeit von Xenon als Funktion der Dichte im Vergleich
mit experimentellen Daten.

Der starke Anstieg der elektrischen Laitigkeit, der sich insbesonderarfT =
10000 K theoretisch findet, ist auch experimentell festgestellt worden, siehe Daten von Ur-
lin und Ternovoi in Abbildung.4. Die Daten nachrlin 92] kdnnen dabei sehr gut repro-
duziert werden. Die Daten von Ternovoi zeigen dagegen einen Anstieg in der elektrischen
Leitfahigkeit, der, verglichen mit den theoretischen Daten, li#gren Dichten liegt. Wie
aber bereits in Kapite3.1 festgestellt, kann es bei dem im Bitd4 dargestellten Vergleich
ohnehin nicht darum gehen, genau die experimentellen Daten zu reproduzieren. Wichtig ist,
insbesondere bei hohen Dichten, die Trends der elektrischemlhigikkeit in Abrangigkeit
von Temperatur und Dichte in den theoretischen Berechnungen wiederzufinden. Dies ist,
im Hinblick auf die Anstiege der elektrischen Léitfigkeit bei hohen Dichten, der Fall.

Auch andere Trends, die die experimentellen Daten zeigen, lassen sich in den theore-
tischen Isothermen wiederfinden. So zeigen die Daten von Ivanov einen relativ konstanten
Verlauf der elektrischen Le#higkeit mit zunehmender Dichte, der fast parallel von der
25000 K-Isotherme zur 30000 K-Isotherme nachgezeichnet werden kann. Die Daten nach
[Ilvanov 7§ sind auch im Hinblick auf die geforderte gutiereinstimmung mit dem Expe-
riment bei fast idealen Plasmen interessant: @dderste Datenpunkp & 8- 102 g/en?,

T = 30000 K, das entspricht in einen einfach ionisierten Plasma einem Kopplungsparame-
terl’ = 0.564 und einem Entartungsparame®es 17.9), wird von der 30000 K-Isotherme
reproduziert.

Prinzipiell lasst sich allerdings feststellen, dass die berechneten Isothermen im Ver-
gleich mit den experimentellen Daten in der Regel zu niedrig liegen. Das kann an der Tem-
peraturmessung mittels Planck-Fit liegen, siehe KaitelWenn die Temperatur in einem
optisch dichten Plasma von der Obacthe gemessen wird, so ist dieségiicherweise klei-
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ner als im Inneren des Plasmas. Es ist aber auch denkbar, dass die Elektron-Atom-Streuung
mit der Born’schen ldherung beiglich des Polarisationspotentiaks 14) tberschtzt wird:
Wegen ihrer abgeschlossenen Schalénrien speziell bei Edelgasen niederenergetische
Elektronen so um das Atom gebeugt werden, als ob keineieusg inrer Bewegung vor-
liegen wirde (Ramsauer-Townsend Effekt). In den Transportquerschnitten findet sich bei
diesen Energien ein Minimum anstelle des glatten Verlaufs der Born’schbarng. Um

das Ramsauer-Townsend—Minimum auch theoretisch zu beschreibssembei der Fest-
legung des Potentials der Elektron-Atom-Wechselwirkung auch relativistische, Austausch-
und Korrelations- sowie Verformungseffekte beksichtigt werden, siehe z. Byjian 91.

Hat das Ramsauer-Townsend-Minimum Einfluss auf die Berechnung der Korrelationsfunk-
tion Dy (4.60), dann ist die berechnete elektrische Lagitykeit fir alle Temperatur- und
Dichtebereiche, in denen Atome eine wesentliche Rolle spielen, zu niedrig. In Abbildung
6.4 trifft dies fur alle Temperaturef < 30000 K zu. Deshalb ist dieser Punkt Gegenstand
kiinftiger Arbeit.

Insgesamtdsst sich feststellen, dass die Lineare Response Theorie in Kombination
mit dem PIP-Modell Datenifr die elektrische Leitthigkeit von Xenoniir Temperaturen
10000 K< T < 30000 K in einem Dichtebereich vonD1 g/cnt < p < 4 glcn? liefern
kann. Experimentelle Daten werden, im Sinne des Nachzeichnen von Trends, reproduziert.
Insbesonderednnen die Daten, didgif nahezu ideale Plasmen gemessen wurden, sehr gut
wiedergegeben werden. Der Vergleich mit den Daten der Schockwellenexperimente liefert
also in dem in KapiteB.1 aufgezeigten Rahmen eine Baggung, dass die LRT in Kom-
bination mit dem PIP-Modell trotz dglicher Verbesserungen geeignet ist, Transporteigen-
schaften von Plasmen in einem grof3en Dichtebereich vorherzusagen.

6.1.3 Ergebnisselr die Reflektivit at

Messungen des Reflektionsveéygens von komprimierten Xenon in Diamantstempelzel-
len scheinen auf einen Nichtmetall-Metélbergang in diesem System beiizken von

132 GPa hinzudeutepettel 89. Auch im hier betrachtbaren Plasmabereich gibt es Mes-
sungen, bei denen in Xenon van= 30000 K Reflektiviaten von etwa 50% gemes-
sen wurden Mintsev 89 Reinholz 03. Abbildung 6.5(b) zeigt diese Daten. Im Vergleich
dazu sind Ergebnisse dargestellt, die sich aus der elektrischefHigkéit in LRT mit
PIP-Modell bzw. mit der inlReinholz 03 angegebenen Zusammensetzung (Zss.) aus dem
Drude-Modell (Gleichung2.29) ergeben. Beide Zusammensetzungen beruhen auf dem
chemischen Bild, verwenden aber verschiedeabd¥ungeniir den Einfluss der Teilchen-
groflRe sowie die Wechselwirkungen zwischen den Partikekirfholz 03 Gryaznov 03

Der Unterschied, der sich in der Zusammensetzung ergibt, ist in Abbilfl{g)anhand

des mittleren lonisationsgrades dargestellt. Die weiteren in@8¢b)angegebenen Theo-
rien nutzen die Zusammensetzung na@ghifholz 03 und ebenfalls das Drude-Modell. Sie
beruhen auf der Auswertung der Stol3frequernz Born’scher Naherung @ir den dynami-
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schen und den statischen Falliretails hierzu sieheéqeinholz 03.
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(a) Mittlerer lonisationsgrad aus PIP-Modell im  (b) Reflektivitat: Experimente Mintsev 89 im
Vergleich mit Daten ausqeinholz 03 Vergleich mit verschiedenen Theorien.

Abbildung 6.5: Mittlerer lonisationsgrad und Reflektatieines Xenonplasmas bei 30000
K. Die Instabilitat, die sich im Rahmen des PIP-Modells ergibt, ist auRerhalb des gezeigten
Bereichs.

Die gemessenen Reflektigten, die in Bild6.5(b)gezeigt werden, steigen nahezu linear
mit der Dichte an. Dieser Anstieg kann von keinem der gezeigten Modelle wiedergegeben
werden. Zwar zeigt die Reflektidt des Xenonplasmas im PIP-Modell ebenfalls einen An-
stieg der Reflektivat im experimentell betrachteten Dichtebereich, dieser ist aber weniger
steil. Auch die Nutzung der inReinholz 03 angegebenen Zusammensetzung in Verbin-
dung mit der LRTandert daran nichts: Im Gegensatz zu allen anderen Modéllirier
die Reflektiviat sogar ab.

Die Ursache, dass weder mit der Zusammensetzung nach PIP nochRedahdlz 03
der gemessenen Anstieg der Reflekfivinit der Dichte reproduziert werden kann, kann
natirlich in der verwendeten Zustandsgleichung liegen. So sei hier noch einmal darauf hin-
gewiesen, dass die Bagksichtigung des Teilchenvolumens innerhalb des PIP-Modells in
dem hier gezeigten Dichtebereictbglicherweise zu einem deutlich étiiten lonisations-
grad tihren lonnte. Die Reflektivitsdaten, die aus der elektrischen Laiifkeit gewonnen
wurden, basieren aber auch auf einer ganzen Reihe weitétezrbihgen. Neben der Be-
rechnung der Zusammensetzung haben vor allem digeNing der Transportquerschnitte
und das Drude-Modell selber Einfluss auf die Berechnung der Refl@ktaiites Plasmas.
Reinholzet al.[Reinholz 03 haben in letzterem einen Ansatzpunkt gefundem:den Fall,
dass ein Laser in die Obeifihe des untersuchten Plasmas eindringen kann, ist das Dich-
teprofil des Systems senkrecht zur Otdfle nicht mehr als stufdirinig anzusehen. In
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diesem Fall ist das Drude-Modell nur noch bedingt anwendbar.

6.2 Metallplasmen

In Kapitel 3.1ist gezeigt worden, dass der Vergleich mit experimentellen Daten aus Schock-
wellenexperimenten insbesondere bei hohen Dichten kritisch zu betrachteraisten
deshalb die qualitative und teilweise auch quantitativ giliereinstimmung mit den expe-
rimentellen Datenifr Xenon bei kleinen Dichten gezeigt hat, dass die Kombination aus PIP-
Modell und LRT die Transporteigenschaften schwach nichtidealer Plasmen gut beschreiben
kann, ist eine solche Aussage tien Bereich hoher Dichten bzw. stark nichtidealer Plasmen
bisher nur unzureichenddaglich.

7
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Abbildung 6.6: Ergebnisse der Messungen zur elektrischen dbégtkeit von Alu-
minium. Gezeigt werden neben den Resultaten der Drahtverdampfungsexperimente
([Krisch 99, [DeSilva 99, [Benage 99 auch die Ergebnisse der isochoren Messungen
nach Renaudin OR Bei schwarzen Symbolen sind einige Temperaturen K @Gnge-
geben.

Die Drahtverdampfungsexperimente bieten in diesem Bereich eine gute Alternative zu
den Schockwellenexperimenten, siehe Ka#tél Insbesonderdir Aluminium sind Werte
fur die elektrische Leithigkeit bei einer Dichte gemessen worden, die 62 % der &igstk
dichte pp = 2.7 g/cn® ausmacht. In diesem Bereich, in dem das Aluminium nicht mehr
Plasma ist, ist die elektrische Léitfigkeit nahezu unalmgig von der Temperatur, sie-
he Abbildung6.6. Unsicherheiten in der Temperaturbestimmung spielen deshalb nur ei-



64 KAPITEL 6. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN KONKRETER SYSTEME

ne untergeordnete Rolle. In diesem Kapitel soll gezeigt werden, ob die Kombination aus
PIP-Modell und LRT in der Lage ist, den Anstieg und auch die Werte,dielie elektri-
sche Leithhigkeit der Metallplasmen gemessen wurden, zu reproduzieren. ISt dighisim
konnen mit dieser Methode auch Vorhersag@naindere Transporteigenschaften getroffen
werden.

Abbildung 6.6 zeigt alle Resultateif Messungen der elektrischen Laitigkeit
von Aluminiumplasmen. Neben den Ergebnissen der Drahtverdampfungsexperimente
[DeSilva 99 Krisch 98 Benage 9pfinden sich so auch einige Werte, die bei isochorem
Erhitzen von Aluminium gemessen wurddRenaudin OR Die Ergebnisse beider experi-
menteller Methoden stimmen im Wesentlichigrerein. Der untersuchte Dichte- und Tem-
peraturbereich der Drahtverdampfungsexperimente ist dagegen weseribldr. ginzu
kommt, dass die Experimente nadkelnaudin ORdie gleichen Charakteristika — sehr gute
Dichtebestimmung, weniger gute Temperaturbestimmung — aufweisen, wie die Drahtver-
dampfungsexperimente. Im Folgenden werden diese Experimente deshalb \éessigthl

6.2.1 Zusammensetzung

Auch fur Metalle ist das PIP-Modell, wie es in Kapitehvorgestellt wurde, anwendbar. Es
muss also wieder das Gleichungssystems aus MassenwirkungsgeSet@ear(d Neutra-
litatsbedingungX.4) fur ein System aus Atomen, freien Elektronen und verschieden gela-
denen lonen gékt werden. Der Effekt, den das Teilchenvolumen auf die Zusammensetzung
hat, wird wieder vernachksigt. Zum einen gilt, wie auch schair Xenon, dass die Slater-
Regel teilweise stark abweichende Ergebnisse von experimentellen Datdie fRadien
einzelner Atome liefert. Auf der anderen Seifsdt sich feststellen, dass der Einfluss des
besetzten Volumens auf die Zusammensetzung zumindest bei Eisefiy wigle lonen
Messdaten der Radien vorliegen, sehr gering ist, siehe AbbilBuhg

Die Abbildung6.7 zeigt derart ermittelte Ergebnisse am Beispiel von Aluminfuwie
bereits fir Beryllium und Xenon zeigt Bild.7(a)die Abhangigkeit der partiellen Anteile
einzelner lonensorten an der Gesamtdichte der schweren Teilchen sowie den mittleren lo-
nisationsgraae als Funktion der Temperatur bei einer festen Dichte. Dieaddis Dichte
p = 0.1 g/cn? ist etwa die kleinste Dichte im Experiment von Benagel. [Benage 99
die mit der lochsten erreichten Temperatur zusamnéefh. Es zeigt sich deutlich, dass die
Berucksichtigung voniinf verschiedenen lonensorten ausreicht, um die Zusammensetzung
des Plasmas im betrachteten Temperatur- und DichtebereichZssigrzu ermitteld.Die
Dominanz der dreifach geladenen lonen im Temperaturbereich 800U k 220000 K
ist darauf zuickzuiihren, dass Aluminium drei Valenzelektronen besitzt und deshalb der
Sprung der lonisationsenergi&$" und EX’" sehr groR ist, siehe Tabekel.

6Die Ergebnisse aller anderen betrachteten Metalle werden anhand des mittleren lonisationsgrades in Ab-
bildungB.3 gezeigt.
"Das gilt auchir alle anderen Metalle, siche AbbilduBg3.
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Abbildung 6.7: Zusammensetzung eines Aluminiumplasmas im PIP-Modell

Die Tatsache, dass Aluminium drei Valenzelektronen besiiftrtfauch zu einem ent-
sprechenden lonisationsgrag= 3 im Fall hoher Dichten bei moderaten Temperaturen wie
T = 20000 K, siehe Abbildun.7(b) Dieser lonisationsgrad wird wieder durch Druckio-
nisation erreicht. Der steile Anstieg des mittleren lonisationsgrades findet in diesem Fall
bei einer Dichte vorp ~ 0.5 g/cn? statt. Im Fall von Temperatureh < 15000 K ist die
Druckionisation verbunden mit einer Instalilit die wieder in Anlehnung afrrster 914
als das Vorhandensein zweier stabiler Znske interpretiert werden kann.

Analog zum Verhalten der elektrischen Lahigkeit von Xenon, siehe Kapitél.1.2
kénnen auch in diesem Fall Vorhersag@mer das Verhalten der elektrischen L#iitiy-
keit anhand des mittleren lonisationsgrades getroffen werdenu Di@ir Temperaturen
T < 20000 K ein Minimum aufweist, siehe Abbildui®)3, ist zu erwarten, dass die elek-
trische Leithhigkeit bei diesen Temperaturen und kleinen Dichten vergleichsweise hohe
Werte erreicht. Mit zunehmender Dichte wird sie aufgrund vermehrter Lokalisierung freier
Elektronen zuachst abnehmen. Dieser Trend wird gestoppt durch die einsetzende Druckio-
nisation, dieghnlich wie bei Xenon, zu einem starken Anstieg der elektrischerélbégifeit
fuhren wird.

6.2.2 Ergebnisseiir die elektrische Leitfahigkeit

Abbildung 6.8 zeigt an den Beispielen von Aluminium und Zink das Verhalten der elek-
trischen Leithhigkeit als Funktion der Dichteif Temperaturen zwischen 8000 K und
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30000 K8 Gleichzeitig erfolgt ein Vergleich mit den Drahtverdampfungsexperimenten, die
auf diesen Temperaturbereich begetkt sind. Das sind bei Aluminium die Experimente
von Krisch und Kunze (KK) Krisch 99 und von DeSilva und Katsouros (DK). Bei Zink
sind es die Experimente von Haun und Kunze (HKa{in 01aHaun O1h.
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Abbildung 6.8: Elektrische Leiétigkeit von Aluminium und Zink als Funktion der Dichte
bei verschiedenen Temperaturen. Symbole stehen in &Btr)fur experimentelle Daten
von Krisch/Kunze (KK) Krisch 9§ und von DeSilva/Katsouros (DKJeSilva 99. Punk-

te mit angeschriebenen Temperaturen stehen in Bi8gb) flir experimentelle Daten von
Haun/Kunze (HK) Haun OlaHaun 01h. Fir Punkte ohne Fehlerbalken wurde keine ent-
sprechende Analyse durchgéft. Linien zeigen berechnete Isothermen, vBedmer 99
Kuhlbrodt 04.

Beide Bilder zeigen einen systematischen Anstieg der elektrischeahigiteit mit der
Temperatur, der auch schdir Xenon gefunden wurde, vgl. Abbildurgd. Hinzu kommt,
betrachtet man den Verlauf der Isothermen mit zunehmender Dichte, das vorhergesagte Mi-
nimumverhalten der elektrischen Léikfigkeit ir Temperatureil < 20000 K. Dieses folgt
im Wesentlichen dem Verhalten des mittleren lonisationsgrades, vgl6Bi(th) Das Mi-
nimum ist Ur T = 8000 K sehr ausgegagt, wird mit zunehmender Temperatur kleiner und
ist beiT = 20000 K kaum noch auszumachen.

8Die Ergebnisseifr die anderen Metalle (Eisen, Nickel, Kupfer und Wolfram), die im selben Temperatur-
und Dichtebereich untersucht wurden, finden sich in gleicher Form dargestellt in AbbBddnDie dort dar-
gestellten Werteifr die elektrische Lei#thigkeit unterscheiden sich leicht von denkuhlbrodt 0Q gezeigten.
Ursache sind numerische Verbesserungen bei der Berechnung der Zusammensetzung. Das @ilta#lach f
anderen Bilder, die im Anhang fir Metalle gezeigt werden.
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Aufgrund der starken Temperaturdirigigkeit der elektrischen Ledthigkeit im hier
gezeigten Dichtebereich kommt es bei einem Vergleich mit den Drahtverdampfungs-
experimenten in erster Linie darauf an, Trends zu reproduzieren. Dizderzdas in
Ansatzen auch in den Experimenten gefundene Minimumverhalten und vor allem wie-
der der Nichtmetall-Metalldbergang, der sich in einem steilen Anstieg der elektrischen
Leitfahigkeit von halbleiter- hin zu metalltypischen Werten zeigt. Bei Aluminium (Abbil-
dung6.8(a) verlauft der theoretisch gefundene Ansti¢g €ine Temperatur von 10000 K
nahezu parallel zu den experimentellen Daten. Auch die 20000 K-Isotherraaftedhezu
parallel zu den gemessenen Werténdie elektrische Leitthigkeit.

Der relativ grof3e Unterschied, der sich beim Vergleich mit den Dditefi £ 10000 K
nach Krisch 9§ zeigt, konnte im Messverfahren zur Temperaturbestimmung — Aufnahme
des optischen Spektrums der Okicfie, siehe Kapite3.2 — begiindet sein. Das gleiche
gilt moglicherweise fir Zink. Dies ist im hier betrachteten Dichte- und Temperaturbereich
das einzige der untersuchten Metalle, bei dem die Unterschiede zwischen den berechne-
ten Isothermen und den experimentellen Daten teilweig®&rordnungen betragen, siehe
Abbildung 6.8(b) Da die experimentellen Punkte aber gruitdich fbher liegen als die
theoretischen Werteasst sich raglicherweise iickschliel3en, dass bei diesen Experimen-
ten die Temperatur systematisch untesgzhwurde.

Die grol3en Unterschiede, die sich beim Vergleich der berechneten elektrischen
Leitfahigkeit mit den gemessenen Datém Zink zeigen, sind eine AusnahmeiirFalle
anderen Experimente, einschlie3lich weiterer Drahtverdampfungsexperimente zu Wolfram
[Saleem OlLlund der in Renaudin ORvorgestellten Experimente, kann eine qualitativ gute,
teilweise auch quantitativ sehr gutlbereinstimmung der experimentellen mit den berech-
neten Daten festgestellt werden, siehe Abbildig. Die entsprechende Folgerung ist,
dass die Lineare Response Theorie in Kombination mit dem PIP-Modell gut geeignet ist,
die elektrische Leitihigkeit von Metalleniir 8000 K< T < 30000 K vorherzusagen. Der
experimentell gefundenen Nichtmetall-Metalbergang ist im Rahmen des PIP-Modells
eine Folge der Druckionisation.

In Abbildung 6.9 werden nun die Ergebnisse einiger wichtiger theoretischea&es
fur die elektrische Leitthigkeit am Beispiel von Aluminium bei 20000 K gezeigt. Zur
Orientierung sind zu#dzlich die experimentellen Ergebnisse von Krisch/Kunze (KK) und
DeSilva/Katsouros (DK) eingetragen, vgl. Bikl8(a) Resultate aus MD-Simulationen
[Desjarlais 02Recoules 0psind derUbersicht halber in dieser Abbildung vernaassigt.
Erwahnt sei aber, dass insbesondere die Ergebnissdasjdrlais 0Pdie experimentellen
Daten sehr gut reproduzieren.

Der Ansatz von Lee und MoreLge 84 beruht auf der Berechnung der Relaxa-
tionszeit der Elektronen. Sie istilfig fur beliebig entartete Systeme, verngdsigt aber
Elektron-Elektron-SiRe. Die so berechnete elektrische Laiifjkeit kann deshalb als
obere Abschtzung angesehen werden. Verbessert wurde dieser Ansatz von Desjarlais
[Desjarlais 0}, der eine Anpassung der im Lee/More-Modell auftretenden Parameter an die
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Abbildung 6.9: Elektrische Leiffhigkeit von Aluminium als Funktion der Dichte bei
20000 K — Vergleich verschiedener Theorien.

bekannten experimentellen Werte vornahm. Rinkers BerechnuRjekef 89 haben hin-

gegen die Ziman-Theorie als Grundlage, die in erster LiaieSysteme mit vollgtindiger
Entartung gilt. Dalfir beficksichtigt Rinker sowohl Elektron-Elektron als auch Elektron-
lon-SHRe sowie den Einfluss der jeweiligen Strukturfaktoren. Diese elektrischeahigitf
keiten bilden vergleichsweise eine untere Grenze. Am ehesten mit dem Ergebnis aus LRT
und PIP-Modell vergleichbar ist die Kurve von Kosg®§se 01Kosse 02 Dort wurde in-
nerhalb der kinetischen Theorie im Chapman-Enskog-Verfahren die elektrischighigpitf

keit fur ein Aluminiumplasma berechnet, dessen Zusammensetzung ebenfalls im PIP-
Modell festgelegt wurde.

Abgesehen vom semi-empirischen Verfahren von Desjarlais, das extra zu diesem Zweck
entwickelt wurde, ist die Kombination von LRT und PIP-Modell noch am ehesten in der
Lage, die experimentellen Punkte zu beschreiben. Insbesondéiafveit Isotherme, die
die hier vorgestellte Theorie liefert, nahezu parallel zu den experimentellen Werten. Dies
wiederum besitigt, dass der Trend, der in den Experimenten zur elektrischerahigjifeit
gefunden wurde, mit der in dieser Arbeit vorgestellten Theorie reproduziert werden kann.

6.2.3 Ergebnisseir die Warmeleitfahigkeit

Ein sehrahnliches Verhalten widlf die elektrische Leitthigkeit findet sich auchif die
Warmeleitkhigkeit, siehe Abbildun@.10(a) In diesem Bild wird die in LRT berechnete
Warmeleithhigkeit des auch schon vorher betrachteten Aluminiumplasmas als Funktion
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der Dichte fir verschiedene Temperaturen gezeigt. Aughdie WarmeleitBhigkeit findet
sich, in diesem Fallifr Temperature < 16000 K, ein Minimum, das im Wesentlichen
dem mittleren lonisationsgrad folgt und mit zunehmender Temperaturdstiavwird.
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Abbildung 6.10: Warmeleitkhigkeit und Lorentz-Zahl von Aluminium als Funktion der
Dichte bei verschiedenen Temperaturen.

Berechnet man die Lorentz-Zahl nach

1/e\2A

so bewegt sie sichif Aluminium wie auch iir alle anderen untersuchten Metalle un-
abhangig von der Temperatur zwischen 1.75 und 3.75, vgl. Bild(b) Das Wiedemann-
Franz-Gesetz, dass in der Physik seit etwa 150 Jahren gilt, stellt @mdichen Zusam-
menhang tir Metallkristalle nahel' = 0 auf: Es besagt, dass das \&this von Warme-
leitfahigkeit zur elektrischen Le#higkeiten proportional zur Temperatur ist. Mit anderen
Worten: In Metallen mit Festirperdichte ist die Lorentz-Zahl b&i~ 0 konstant. In Bezug
auf die hier betrachteten Metallplasmésst sich ein auf beliebige Dichten und Tempera-
turen verallgemeinertes Wiedemann-Franz-Gesetz finden: Die Lorentz-Zahl Mefalle
nur schwach variabel.

6.2.4 Ergebnisseiir die Thermokraft

Die Elektronen, die den Transport in den hier betrachteten Plasmen bestimmen, bewegen
sich bei einem angelegten Temperaturgradienten in die Richtung niedriger Temperatur, bis
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die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld, das durch den entstehenden Dichtegradien-
ten erzeugt wird, eine weitere Bewegung der Elektronen makroskopisch gesehen verhindert.
Der Dichtegradient der Elektronen und damit das elektrische Feld sind entgegengesetzt zum
Temperaturgradienten gerichtet. Entsprechend ist die Thermokraft im Allgemeinen negativ,
siehe Definition 2.20). Das gilt auch ir die in Abbildung6.11 gezeigten Thermokifte

eines Aluminiumplasmas.UF die kleinsten dort gezeigten Dichten variieren die Thermo-
krafte um den Werk = 0.6 mV/K, der sich aus der Spitzerdtim-Theorie $pitzer 53

ergibt. Rir noch kleinere Dichten tendieren sie gegen diesen Wert. Auch hier wird demnach
der Niederdichte-Grenzfall der Transporttheorie reproduziert.
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Abbildung 6.11: Thermokraft von Aluminium als Funktion der Dichte Yerschiedene
Temperaturen.

Viel interessanter ist jedoch, dass die Thermokraft auch positive Werte annimmt. Das
kann unter der Bedingung, dass haaptdich die Elektroneniir den Transport in Plasmen
verantwortlich sind, nur durch Fluktuationen der Elektronendichtédrklerden, wie sie in
Phaseiibergingen auftreten. Taishlich treten die positiven Werte der Thermokraft gerade
mit Beginn des Instabilittsgebietes auf, wo détbergang des Systems von einem niedrig-
zu einem hochionisierten Zustandglicherweise mit einem Phad#rergang verbunden
ist, siehe Kapiteb.3.

Genauere Aussagen zu dieseragiichen Phaseibergang sind erst mit einer weite-
ren Untersuchung und Verbesserung der Zustandsgleichungglichm Es findet sich je-
doch ein weiteres Indiz, dass eine positive Thermokraft mit einem Pilaseyang zusam-
menkangen kBnnte: In experimtentellen Arbeite®ptzlaff 88 Hensel 99ist gezeigt wor-
den, dass der Phaddrergang von élssigem zu gaéfmigem Quecksilber genau mit dem
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Nichtmetall-MetallUbergang zusammeitft und die Thermokraft auch genau bei der kri-
tischen Dichte positiv wird. Als Ursachérfdasiiberraschende Verhalten der Thermokraft
werden auch inGotzlaff 88 Hensel 99die auftretenden Fluktuationen in der Elektronen-
dichte angesehen.

6.3 Zwischenbilanz

In diesem Kapitel ist die Lineare Response Theorie auf die Plasmen angewendet worden,
die systematisch experimentell untersucht wurden: Edelgase und Metallplasmen. Die Zu-
sammensetzung wurde innerhalb des PIP-Modells festgelegt. Der Einfluss der Teilchenvo-
lumina ist dabei vernacéssigt worden. Zumindesilif Eisen wurde gezeigt, das die so er-
reichte Verminderung freier Parameter nur gerirgid Einfluss auf die Zusammensetzung
des Plasmas hat.

Anhand deiEdelgaseund insbesondere Xenon, konnte gezeigt werden, dass die LRT
in Kombination mit dem PIP-Modell den Anschluss an die experimentellen Daten nahezu
idealer Plasmen geiirleistet. Im Fall nichtidealer Plasmen werden zumindest Trends re-
produziert, die auch experimentelirfdie elektrische Lei#higkeit gefunden werden. Das
gilt insbesondereiir den starken Anstieg der Leitfigkeit bei hohen Dichten. Generell lie-
gen die berechneten Daten unter den experimentellen Werten der elektrischéiidyledit.
Ursache Bnnte der Ramsauer-Townsend-Effekt sein, der durch die hier benutatss N
rungen fir das Elektron-Atom-Potential und die Transportquerschnitte nickitksichtigt
wird.

Im Fall gemessener Reflektigiien war eine Reproduktion des Verlaufs experimenteller
Daten nicht naglich. Eine Ursache daf kann im Drude-Modell liegen. Die experimen-
tellen Daten fir die Reflektivitit liegen aber auch gerade in dem Dichtebereich, in dem
aufgrund des Einflusses der Teilchenvolumina die Druckionisation auftreten kann. Deshalb
ist eine weitere Ursache in der Berechnung der Zusammensetzung zu suchen.

Fur alle untersuchteMetallplasmerkonnten bisher eine ganze Reihe erfreulicher und
interessanter Eigenschaften der hier betrachteten TranspRetyfestgestellt werden: Die
experimentellen Werte der elektrischen Laftigkeit kbnnen mit der Kombination aus LRT
und PIP-Modell qualitativ, teilweise sogar quantitativ sehr gut reproduziert werdedid-
Warmeleithhigkeit findet sich die @tigkeit eines verallgemeinerten Wiedemann-Franz-
Gesetzes. Und anhand der Thermokraft konnte gezeigt werden, dassiaidtdliplas-
men die Spitzer/Arm-Theorie im Grenzfall kleiner Dichten reproduziert werden kann. Die
Anderung des Vorzeichens der Thermokraft, die im Bereich der Druckionisation stattfindet,
konnte mit einem Phasé&hergang in Zusammenhang. Ein Vergleich mit den Ergebnissen
aus dem in KapiteB.2vorgestellten Experiment von Benagfeal steht jedoch noch aus und
soll nun nachgeholt werden.

Die experimentell bestimmten elektrischen Liiftigkeiten gelten naclBenage 9pbei
Temperaturen zwischen 10000 K und 285000 K in einem Dichtebereicht von 0.07 g/cm
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Abbildung 6.12: Elektrische Leithigkeit von Aluminium als Funktion der Dichte. Sym-

bole stehen ir experimentelle Daten. Linien zeigen berechnete Werte der elektrischen
Leitfahigkeit entsprechend den angegebenen experimentellen Dichte- und Temperaturwer-
ten. Transportquerschnittéirf die Streuung von Elektronen an Ladungen wurden in T-
Matrix— (TM) und in Born’scher ldherung (BA) berechnet.

p < 2.3 g/cn?, siehe Abbildungs.12 Die hbchste Dichte entspricht 62 % der Fesier-

dichte von Aluminium. Die in diesem Experiment ermittelten elektrischen &leigkeiten

gelten also nicht nur im Plasmabereich, sondern beschreiben auch Transporteigenschaften
im Bereich warmer dichter Materigvarm dense mattgr

Die im Bild 6.12eingezeicheten theoretischen Kurven empfinden das Experiment von
Benageet al nach, indem die elektrische Léitiigkeit fur die in [Benage 9pangegebe-
nen Dichte- und Temperaturwerte berechnet wurde ichtenp < 0.7 g/cn? lassen sich
trotz erheblich Bherer Temperaturen eitiganlich guteUbereinstimmung mit den experi-
mentellen Daten feststellen, wie bei den bisher angestellten Vergleichen in Abb8ding
Fur hohere Dichten zeigen sich hingegen erhebliche Abweichungen der berechneten elek-
trischen Leithhigkeit von den experimentellen Daten naBleihage 99 Insbesondere der
steile Anstiegiber eine Gal3enordnung kann nicht reproduziert werden. Das gilt auch dann,
wenn anstelle der T-Matrix-&herung @ir die Streuung der Elektronen an den geladenen
Teilchen die Born’sche Bherung verwendet wird.

Die Abweichungen der theoretischen Werte von den experimentellen Daten sind im
Bereich des warm dense matter nicht mehr durch Fehler in der experimentellen Tempera-
turbestimmung erldrbar. Im folgenden Kapitel werden deshalbgtiche Ursachen dieser
Unterschiede in der angewandten Theorie benannt und ihr Einfluss auf den Verlauf der elek-
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trischen Leithhigkeit am Beispiel von Aluminium untersucht.
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Kapitel 7

Die elektrische Leitfahigkeit warmer,
dichter Materie: Aluminium

Die elektrische Leitihigkeit ist wesentlich bestimmt durch die Anzahl der frei beweglichen
Ladungen, die im elektrischen Feld beschleunigt werden, und dikeSter Sif3e, die

diese Ladungen wieder abbremsen. Diese Feststellung, die sich in der LRT formal in den
den KorrelationsfunktioneNnm, (4.59 undDnm (4.60 zeigt, gilt auch im Bereich des warm

dense matter (WDM). Wenn eine theoretische Beschreibung der Transporteigenschaften
eines solchen Systems experimentelle Daten nicht reproduzieren kann, so finden sich die
Ursachen entsprechend mit hoher Wahrscheinlichkeit in der Zusammensetzung des Plasmas
oder in der Niherung, dieiir die Transportquerschnitte angesetzt wurden.

In diesem Kapitel werden als Referenzdatiéndie elektrische Leighigkeit im WDM-
Bereich die experimentellen WertérfAluminium nach Benage 9Ppbenutzt. In der Zu-
sammensetzung, die sich aus dem PIP-Modeltlfe experimentellen Bedingungen ergibt,
spielen Atome eine unbedeutende Rolle. Die Streuung der Elektronen an Neutralteilchen
ist deshalb vernacéssigbar. Auch der Einfluss der Elektron-Elektron-Streuung ist wegen
der hohen Entartung des WDM gering. Elektron-loi#&t lonnen aufgrund der vorhande-
nen starken Abschirmung in Born’scheéherung 4.66 ausgewertet werden. Im Medium
ergibt sich C.16):

. 2k
Q) =00 (55) s [, daF Ve @IS (@), (7.1)

Aus Gleichung 7.1) geht hervor, dass die &ke der Streuung im Wesentlichen von der
Wechselwirkungvej zwischen einem lon und einem Elektron abgt und vom statischen
StrukturfaktorS; (q), mit dem Korrelationen im lonensystem Beksichtigt werden. Damit
ergeben sich drei Ansatzpunktigrfdie Suche nach Ursachen der Abweichungen, die die
bisherigen theoretischen Daten aus LRT und PIP von den experimentell gefundenen zeigen:

e die Zusammensetzung

74
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e der Strukturfaktor
¢ die Elektron-lon-Wechselwirkung

Zu allen drei Punkten werden in den folgenden Kapiteln Untersuchungen angestellt, die
den jeweiligen Einfluss auf den Verlauf der elektrischen Béitjkeit zeigen.

7.1 Die Zusammensetzung im QEOS-Modell

Elektronische Bindungszustde kinnen im Bereich des WDM nicht mehr eindeutig defi-
niert werden. Die Einteilung in Gruppen, die verschiedene Teilchensorten kennzeichnen,
ist deshalb schwierig. Obwohl in Kapitél4 gezeigt wurde, dass das PIP-Modell auch

bei Festlkrperdichte mit anderen Zustandsgleichungen konkurrieren kann, ist es trotzdem
schwierig, mit Begriffen wie “Atom" oder “zweifach geladenes lon“ zu operieren. Das phy-
sikalische Bild, bei dem Atomkerne (lonen mit mittlerer Ladufag) in einen Elektronen-

see eingebettet sind, ist sicher eine besserer Beschreibung des WDM. Beim Vergleich mit
den experimentell bestimmten mittleren lonisationsgraden von Beryllium, siehe Abbildung
5.4, lieferte das Zustandsgleichungsmodell QE@®®1e 83 in der zuginglichen Version

des MPQeosKemp 9§ unter den auf dem physikalischen Bild basierenden Zustandsglei-
chungen die besten Ergebnisse. Deshalb wird sie hier als Beigpaihie vom PIP-Modell

sehr verschiedene Zustandsgleichung benutzt, um die Zusammensetzung von Aluminium
Zu bestimmen.

Das QEOS-Modell baut auf dem Thomas-Fermi-Modell auf, das 1927/28 angigh
von Thomas und Fermi vorgeschlagen wurtliedmas 27Fermi 23. Es ist ein statistisches
Modell, mit dessen Hilfe Bindungsenergien schwerer Atome bestimmt werden sollten. Die
Elektronen werden in diesem urgipglichen Modell als entartetes Fermi-Gas beschrieben,
das sich im elektrostatischen Feld des Atomkerns befindet. lhre (radialsymmetrische) Ver-
teilung im Atom wird durch bsung der Thomas-Fermi-Gleichung bestimmit.

Um thermodynamische Funktionen komprimierter Materie zu bestimmen, wird das be-
trachtete System in kugélfmige Wigner-Seitz-Zellen aufgeteilt, derend®e mit der Kern-
masse A skaliert. Die thermodynamischen Funktionen werden mit Hilfe der Thomas-Fermi-
Gleichung tir endliche Temperaturef-@ynman 4pfir jede dieser Zellen einzeln berech-
net. Durch die Bedingung der Ladungsneutétlin der Zelle ist die Kernladungszahl Z
ein weiterer Paramter. In diesem einfachen Modell skalieren also die thermodynamischen
Funktionen der Zustandsgleichung der Elektronen mit Z und A uiidsen deshalb nur
einmal tabelliert werden.

Das QEOS-Modell versieht dieses Thomas-Fermi-Modektalich mit pfanomenolo-
gischen Bindungskorrektureiirfdie freie Energie der Elektronen. Die Zustandsgleichung
der lonen, die in der Bhe der Festirperdichte und bei Temperatur@n< 10° K signifi-
kante Beitage liefert, kombiniert analytische Ausaike fir feste und fissige Phase mit
Grenzgllen wie dem idealen Gas, dem Lindemann-Schmelzgesetz und der Debye-Theorie
fur Festlorper. Rir Details sieheKemp 99.
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Abbildung 7.1: lonisationsgrad und elektrische Latigkeit von Aluminium ér die Be-
dingungen des Experiments von Benagal., berechnet mit MPQeo&gmp 93 und PIP-
Modell.

Bild 7.1(a)zeigt, wie sich der lonisationsgrad aus MPQeos zum mittleren lonisations-
grad aus dem PIP-Modeliif die experimentellen Bedingungen naé&epage 9pverhalt.
Abbildung 7.1(b) zeigt die daraus berechneten elektrischen &kigkeiten @ir T-Matrix-
(TM)-Naherung bzw. Born'sched@herung (BA) der Transportquerschnitte.

Ein Vergleich dieser Kurven zeigt zaohst, dass sich das Véiinis von lonisationsgrad
und elektrischer Lei#thigkeit umdreht: Wennif eine feste Dichte der lonisationsgrad von
MPQeos kbher ist als der aus dem PIP-Modell, ist die entsprechendeabéajtteit kleiner
und umgekehrt. Eine steigende Anzahl freier Elektronen heif3t also noch nicht unbedingt,
dass die elektrische Ledthigkeit auch zunimmt. Der Grund defist bei den SiRen zu
suchen: Mehr freie Elektronen heifl3t bei gleicher Dichte, dasslesrtgeladene lonen gibt.
Die Streuung der Elektronen an diesen lonen #atk&tr als im niedriger ionisierten System.
Unter den hier gezeigten Bedingungen heben di&tden potentiell dheren Transport
freier Elektronen aufgrund ihrer vermehrten Anzahl wieder auf.

Hauptaugenmerk liegt aber i@ich beim Vergleich mit den Daten aus dem Experiment
von Benageet al. [Benage 99 Es zeigt sich, dass im WDM-Bereich die Werte der elektri-
schen Leithhigkeit von Aluminium kbher sind, wenn die Zusammensetzung nach MPQeos
fur ihre Berechnung verwendet wird. Der generelle Verkmdert sich aber nicht. Insbe-
sondere kann der Anstieg der Laitligkeitswerte zu hohen Dichten hin nicht reproduziert
werden.

Das gleiche gilt auch, wenn man statt der hier verwendeten lonisationsgnadee f
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hochste Dichtg = 2.3 g/cn? ein vollstindiges Freiwerden aller drei Valenzelektronen an-
nimmt, wie es MD-Simulationen finden. Die Léitiigkeit nimmt in diesem Fall sogar noch
etwas ab und erreicht Werte vai™ = 1.87-10° (Qm)~* bzw. 0B = 2.84.10° (Qm)~1.

Die Berechnung der Zusammensetzung ist also nicht die wesentliche Ursache, warum im
WDM-Bereich die berechneten Datdir fdie elektrische Lei#higkeit von Aluminium von

den experimentellen abweichen.

7.2 Die Einbeziehung eines Strukturfaktors

Fur ein Plasma mit ausreichend kleiner Dichte ist die Verteilung der lonen homogen. Das
heil3t, dass die Wahrscheinlichkeit, in einem gewissen Abstaod einem lon ein zweites

zu finden, @ir aller gleich grof3 ist. Die entsprechende Paarverteilungsfunktion ist konstant,
es giltg(r) = 1. Mit groBer werdender Dichte bilden sich Korrelationen in der lonenver-
teilung aus: Gewisse Alitde der lonen voneinander werdeafpriert. In der Paarvertei-
lungsfunktionaul3ert sich dies in Form von Spitzen bei den bevorzugten Radien. Entspre-
chendandert sich auch der statische lon-lon-Strukturfaktor als Fourier-Transformierte von

[9(r) —1J:

Si(q) =1+n / dr exp(iqr)[g(r) —1]. (7.2)

Im WDM kann sicher davon ausgegangen werden, dass aufgrund der hohen Dichte
die Korrelationen im lonensystem nicht mehr, wie bisher, verigasigt werden énnen.
Zur Berechnung der Paarverteilungsfunktion bzw. des Strukturfaktorgssiglen Metal-
len stehen verschiedene Methoden zur ¥guing. Beispiele sindypernetted chaiftiNC)-
Rechnungen oder die Percus-Yevick(PYaklérung zur bsung der Ornstein-Zernike-
Relation Prnstein 14

g(riz) +1=c(ri2)+ n/drlgc(rg)[g(rgz) +1]. (7.3)

Die Korrelationen zwischen zwei lonen 1 und 2 ergeben sich na@hdqus der direk-
ten Korrelation dieser lonee(r12) und der Wechselwirkung des Paares mit allen weiteren
lonen 3. Die beiden Bherungen HNC und PY unterscheiden sich in denafaen zur
direkten Korrelatior!. Die einfachste dieser Rechnungen ist die PahBrung iir ein Harte-
Kugel-System mit identischen Teilchen, bei dem die Wechselwirkigngvon einem festen
Kugelradiusrkuge abkangt:

utr) = oo flr |r|=r <rgugel (7.4)

1Fur Details siehe z. B §himoji 77
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Diese Rechnung reproduziert die Strukturfaktoren von Alkalimetallen recht gut

[Ashcroft 66 und ist deshalb als erstedNerung fir den Strukturfaktor von fluidem Alumi-
nium anwendbar.

Si (q) ergibt sich nach$himoji 77 aus

Si(@ = [1-nda) (7.5)
ncq = “a 24n4xe{ (14 2n)33(sinx — xcosx)

— 61 (1+0.5n)3[2xsinx — (X — 2) cosx — 2]
+ o.5n(1+2n)2[(4x3—24x)sinx—(x4—12x2+24)cosx+24]}

mit der Packungsdichtg = 3T[I’Kuge|n| und der AbKirzungx = qrgugel. Dieser Strukturfak-
tor ist unabkngig von der Temperatur, weniirfr,gel feste Werte angesetzt werden.
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(a) Harte-Kugel-Strukturfaktoren (b) Elektrische Leithhigkeit unter Bdicksichti-

gung vonS;

Abbildung 7.2: Harte-Kugel-Strukturfaktoren von Aluminiufir feinige der Bedingungen
aus dem Experiment von Benaggeal. und ihr Einfluss auf die elektrische Léitiigkeit.

Bild 7.2(a)zeigt die sich ergebenden Strukturfaktoréndinige der Dichten des Experi-
ments von Benaget al. Als Kugelradius istkygei = 0.054 nm angesetZtWie bereits ange-
nommen, zeigt sich eine Zunahme der Korrelationen mit zunehmender (Packungs-)Dichte,
was sich bei den elektrischen Léitfigkeiten, Bild7.2(b) durch eine geringe Edhung der
berechneten Werte bemerkbar macht.

2 Auch hier ist ein Problem, den Radius der lonen festzulegen. Der higttgnRadius entspricht dem von
Al3t-lonen in einem Kristall mit sechsachsten Nachbarm.jde 95.
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Der Effekt, den die lonenkorrelationen auf die Laftigkeit von Aluminium im WDM-
Bereich haben, ist nicht sehr grol3. Selbst Verbesserungen bei der Berechnung des lon-lon-
Strukturfaktors werden vermutlich an diesem Ergebnis nichtanelern. So kann z. B. der
Harte-Kugel-Strukturfaktor durch variable Radigqgel zU einer temperaturabhgigen
GrolRe gemacht werden. Durch die schnellere Bewegung der Teilchen nimmt der anzu-
setzende Radius etwa linear mit der TemperaturJaibahek 02ja Die damit verbundene
Packungsdichte wird entsprechend ebenfalls kleiner. Das aber heil3t nichts anderes, als das
die Korrelationen abnehmen ugl — 1 gilt. Fir die elektrische Leitfhigkeit des Alumini-
ums im WDM-Bereich hiel3e deshalb eine Temperatuiiabigkeit des Strukturfaktors nur
einen noch geringeren Einfluss desselben.

7.3 Die Verwendung effektiver Potentiale

In den bisherigen Rechnungen zu Transporteigenschaften wiirradgef Wechselwirkung
zwischen geladenen Teilchen das Debye-Poteridl)( benutzt. Dieses Potential ist ge-
geben al®/P = VC /erpp, siehe KapiteR.2 Die Abschirmung des Coulomb-Potentisls
wird entsprechendber die dielektrische Funktion in RPAaRerung realisiert, didif ein
freies Elektronengas hergeleitet wird. Korrelationen, die aufgrund der Coulomb-Abstol3ung
zwischen den Elektronen insbesondere auf kurzen Distanzen entstehen, bleibéckinber
sichtigt.

Daneben ist das bisher benutzte Potential nur dann eine @inertdhg, wenn die wech-
selwirkenden Ladungen als punitinig angesehen werderdknen. Der Grund daf ist,
dass als Folge der Korrelationen zwischen freien Elektronen und den gebundenen Elektro-
nen eines lons die starke Anziehung, die das Debye-Poteintikldine Radien vorhersagt,
nicht realisiert wird. Das ta#shliche Potential, dass sich aus der Wechselwirkung eines
freien Elektrons mit allen ein lon bildenden Protonen und Elektronen ergibt, kann durch ein
schwaches Pseudopotential ersetzt werden. Diese aus debripestieorie bekannte Me-
thode ist neben einer verbesserteihrung fir die dielektrische Funktion eine dglich-
keit, die Elektron-lon-Wechselwirkung im WDM angemessener zu beschreiben, als dies mit
dem Debye-Potential églich ist.

7.3.1 Eine ve&nderte Abschirmung

Die stoR3freie RPA aus Abbildury1 weist einige Defizite auf. Saifrt diese Niherung bei-
spielsweise auf negative Werte in der Paarverteilungsfunktion der abschirmenden Elektro-
nen bei kleinen Abginden. Eine verbesserte diagrammatische Auswertung der Polarisati-
onsfunktion — die Einbeziehung der in Abbildungdargestellten Wechselwirkung itfrte
auf die Einfihrung der Lokalfeldkorrektutdcal field correction LFC) [Hubbard 58

Allgemein gibt die Lokalfeldkorrektu6(qg, w) den Unterschied des tatshlichen Po-
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Abbildung 7.3: Erste Mherung iir die Polarisationsfunktion, bei der Wechselwirkungen
zwischen propagierendem Elektron und Lochlie&sichtigt sind.

tentials zwischen den abschirmenden Elektronen zum Coulomb-Potential an:
V(g,0) =V(q) [1- G(q,w)] - (7.6)

Entsprechend ist die LFC ein MalGrfden Effekt der Korrelationen auf die Abschirmung in
einem System. Im Hinblick auf die Polarisationsfunktidmilt so z. B.

1 1
G(g,w) = — 7.7
(%) VE(Q) [MN(q,w) Mrra(g,w) (7.7)

Die dielektrische Funktion, gegeben durch die Relation
S(q> (‘)) = 1_Vc(q)n(qaw>7 (78)

ergibt sich entsprechend:
c

g(qw) =1 V*(q)MRrea(q, w) (7.9)

 1+VC(q)G(q, w)Mrpa(q,w) °

Lokalfeldkorrekturen sind, ebenso wie alle die Abschirmung beschreibendd#er
abhangig vom Impulsg und der Frequenzo desaulleren Feldes. &tifig wird G(g, w)
aber auch ersetzt durch den statischen Gran@@dl), um Lokalfeldkorrekturen nutzen
zu konnen, die auf den den Arbeiten von Singwi, Tosi, Land undlaBder (STLS,
[Singwi 6§) aufbauen. Dort wird die LFC durch eine Funktion gbert, die mit dem
dynamischen Strukturfaktor verbunden ist. Letzterer ist wiederundrap von der di-
elektrischen Funktion. Dadurch entsteht ein selbstkonsistentes Schema zur Berechnung von
G(qg). Techniken, die diesen Ansatz verbessern, basieren in erster Linie auf der Anpassung
von Parametern, so dasggiichst viele Summenregeln étl sind. Beispiele seien hier
[Utsumi 8Q Iwamoto 84.

Solche Nherungen sind nicht immer ausreichend. So wurden z. BGoiden 79
Kalman 99 auch fir dynamische LFC Bherungen angegeben. Rdpke 98aRopke 98
ist sogar die hier verwendete LRT benutzt worden, um die dielektrische Furgtiom)
zu berechnen. In dieser Arbeit interessiert abeatktich nur der statische Grenzfall. Um
den numerischen Aufwanddyglichst gering zu halten, wurde ein relativ einfacher analyti-
scher Ausdruck nachidhimaru 83 benutzt. Far die Festlegung der freien Parameter dieser
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Abbildung 7.4: Elektrische Leiffhigkeit von Aluminium unter Einbeziehung von Lo-
kalfeldkorrekturen in der dielektrischen Funktiemach Jchimaru 83 im Vergleich zum
Benage-Experiment und vorherigen Rechnungen.

Formel wurden neben einer Reihe von Selbstkonsistenzbedingungen — den Summenregeln
— auch Ergebnisse aus Monte-Carlo-Simulatiori@éaperley 8pund eigenen mikroskopi-
schen Rechnunget/fsumi 8Q Utsumi 8] beriicksichtigt.

Abbildung 7.4 zeigt sehr deutlich, dass der Effekt, den die igdsichtigung der LFC
auf die Berechnung der elektrischen Léltigkeit hat, enorm ist: i kleine Dichten spie-
len die Elektronenkorrelationen keine Rolle. Deshalb stimmen die beiden Kurven, bei de-
nen mit Transportquerschnitten in Born'scheahérung gerechnet wurdéberein. Bei
grof3en Dichten hingegen bewirkt die ateliche Abschirmung einen starken Anstieg in der
Leitfahigkeit. Die Abweichungen zu den experimentellen Werten betragen dadurch nicht
mehr einen Faktor 3, sondern eher einen Faktor, der kleiner ist als 2. Angesichts der vorhan-
denen experimentellen Genauigkeiten kann dies als gh&reinstimmung gewertet wer-
den.

7.3.2 Pseudopotentiale

Die Konstruktion von Pseudopotentialen hat in der F@gt&rtheorie das Ziel, das atoma-
re all-electron—Potential, in dem alle vorhandenen Elektronen mit ihren Wellenfunktionen
bericksichtigt werden, durch ein Potential zu ersetzen, in dem die Keédmmieseleminiert
sind. Die Valenzelektronen werden durch knotenfreie Wellenfunktionen dargestellt.

Dazu rotige Rechnungen werdeirfein Atom durchgefhrt und dann auf die interessie-
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rende Umgebung, also z. B. Fedtger oder Clustef)bertragen. Eine der Forderungen ist
deshalb, dass diese Pseudopotentiale entweder génderf Zweck, fir den sie gebraucht
werden, konstruiert sind, oder aber eine vdlleertragbarkeitiir verschiedene chemische
Umgebungen geahrleisten. Ein Pseudopotential kann so konstruiert werden, dass es au-
Berhalb eines gewissen cutoff-Radiys

1. fur einen bestimmten Energiebereich die gleichen Streueigenschaften hat wie das
all-electron—Potential

2. die tat@échlichen (nichtlinearen) Dichteprofile der Valenz- und all-electron—
Eigenzushndelibereinstimmen

3. auch die Phasenverschiebungénliestimmte Energie- und Drehimpulswerte richtig
reproduziert werden

4. alles drei gleichzeitig geahrleistet ist.

Das sicherste Potential ist das letzte, weil esatiich fir die verschiedensten che-
mischen Umgebungen anwendbar isilr lie Berechnung solchdibertragbaren, auch
normkonservierengdjenannten Pseudopotentiale stehen eine ganze Reihe von Program-
men wie z. B. fhi98PP Huchs 99 oder VASP (Viennaab initio simulation program)
[Kresse 99 zur Verfugung. VASP ist ein zur Zeit sehrabfig benutzter Code, siehe

z. B. [Desjarlais 02 Recoules OR In dieser Arbeit ist der in Rostock vérgbare Code
fhi98PP Fuchs 99benutzt worden.

Fur die Konstruktion eines Pseudopotentials wird im Wesentlichen der Grundzustand
des untersuchten einzelnen Atoms gesucht. Dazu wird die totale Enertjielér vorhan-
denen Elektronen als Funktional der Elektronendichte minimiert, indem die Kohn-Sham-
Gleichungen mit einem effektiven Potential — dem Pseudopotential — selbstkonsisbsiht gel
werden. Das Ergebnidif radialsymmetrische Systeme sind von der Nebenquantehzahl
abhangige Pseudowellenfunktionen und Pseudopotentiale, die ab einem bestimmten Radius
ro mit der tat&ichlichen Wellenfunktiofibereinstimmen (Troullier/MartinsTfoullier 91])
bzw. sich exponentiell atern (HamannHamann 8).3

Wahrend kinetische Energie und Coulomb-Anteil als Bestandteile der totalen Energie
bekannt sind, riassen dir den Austausch- und Korrelationsanteéierungen benutzt wer-
den. Die bekanntesten sind diaeal density approximatio(LDA), hier in der Version von
[Perdew 9§ und diegeneralized gradient approximatiqcGA) [Lee 8§. Daneben gibt
es auch noch diexact exchangEXX) AustauschfunktionaleJtadele 97, die bei der Be-
rechnung der Grundzustandsenergie eines Atoms wesentlich bessere Ergebnisse liefern als
die anderen beidenatherungen.

Fur die Pseudopotentiale, die standaéfiy fir die Berechnung von Bandstrukturen
verwendet werden, wird der cutoff-Radius so @&, dass die Pseudowellenfunktionen
ein guter Kompromiss zwischen der tathlichen Wellenfunktion (kleines) und der fir

3Fur mehr Details siehe Anharig Einen noch tieferen Einblick geart z. B. Eschrig 96.
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Abbildung 7.5: Im Hamann-Schemadgmann 89 bzw. im Troullier/Martins-Schema
[Troullier 9] berechnete Pseudopotentiale mit LDAPdrdew 96 Fuchs 99 GGA-
[Lee 88 Fuchs 99 und EXX- [Stadele 97 Stadele 02 Naherung #ir die Austausch- und
Korrelationsfunktionale. Durchgezogene Linien stehé&n Pseudopotentiale, die stan-
dardn@Rig bei Bandstrukturrechnungen verwendet werdandie anderen ist der cutoff-
Radiusr; herabgesetzt. Als Vergleich ist auRerdem das Coulomb-Poteintidie drei Va-
lenzelektronen eingezeichnet.

vertretbaren numerischen Aufwand geforderten Weichheit des Potentials (gepBesl.
Der Verlauf dieser Pseudopotentiale iat fzerschiedene &herungerahnlich, siehe Ab-
bildung 7.5.* Die Weichheit des Pseudopotentials wird aberzeitéich nur beitigt, um
den Rechenaufwand der Bandstrukturbestimmuigliohst gering zu halten. In der hier
betrachteten Anwendung kann deshalb der Radius unter gewissen Bedingurégetexter
werden: Die geforderten Knotenfreiheit setgteine untere Grenze und digbertragbar-
keit® der Pseudopotentiale muss gewleistet bleiben. geahrleistet. Abbildung.5 zeigt
Pseudopotentiale mitdglichst klein gehaltenen cutoff-Radies wenn die oben genannten
Bedingungen eifllt sind.

Es ist unschwer zu erkennen, dass die starke Anziehung, die zwischen dreifach gela-
denem Aluminiumion und einem Valenzelektron bei geltender Coulomb-Wechselwirkung
herrschen wirde, durch das Pseudopotential abgesaiwist. Unter Umséinden sind die
am Atomkern vorhandenen gebundenen Elektronen sogar Ursackaé effektive Ab-
stoRung. Die Streuung, die ein Elektron im Pseudopotential eines lons erfairae, st

4Gezeigt und benutzt werden im Folgenden Pseudopoteriiadte Valenzelektronen im Grundzustand, da
angeregte Zuahde auch bisher keine Bmksichtigung fanden.
5Fir Kriterien siehe Fuchs 99und KapitelE.
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kleiner, als es bei einem Coulomb-Potential der Faltev Die elektrische Lei#higkeit wird
deshalb steigen.
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Abbildung 7.6: Elektrische Leiéhigkeit von Aluminium bei Verwendung verschiede-
ner Pseudopotentiale im Vergleich zu experimentellen Daten und Rechnungen mit Debye-
Potential.

Die Unterschiede zwischen den Pseudopotentialen selber sind, vielleicht einmal ab-
gesehen von dem Hamann-Potential mit LDA&k¢rung und cutoff-Radiug = 1.21 &,
nicht grof3. Abbildung.6zeigt deshalb nur eine Auswahl der Ergebnisselfe elektrische
Leitfahigkeit von Aluminium, wenn die in Bild@.5gezeigten Potentiale in die Berechnung
der Transportquerschnitt&.@) eingehen. Um ridglichst viele der bisherigen Plasmaeigen-
schaften fir diesen Test konstant zu halten, ist die verwendete Zusammensetzung die aus
dem PIP-Modell. Die Kernladung = 3, die fur alle Pseudopotentiale aus Abbildund
gilt, ist fur die Berechnung der Transportquerschnittéwiia = 5VE¢ je nach Ladung der
gerade betrachteten lonensorte umnormiert worden. Diese Vorgehensweise ist nicht selbst-
konsistent, aber geeignet, um digdBenordnung festzustellen, die die Benutzung von Pseu-
dopotentialen auf die Berechnung der elektrischen &kigikeit hat.

Wie erwartet, unterscheiden sich die berechneten Werte der elektrischeihlghieit
deutlich von den bisherigen Ergebnissen. Entscheidend hier ist, dass mit der Nutzung von
Pseudopotentialen als Wechselwirkung zwischen Elektronen und lonen die experimentellen
Daten in der NMhe der Festikrperdichte sehr gut reproduziert werdeilr Kleinere Dichten
kann eine solch gutiébereinstimmung selbstvedstdlich nicht mehr erreicht werden, da die
Pseudopotentiale, wie sie hier konstruiert siril,Festkrper gelten. Die Wechselwirkung
zwischen lonen und Elektronen muss, wenn die Dichtk, fwieder in das abgeschirmte
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Coulomb-Potentialibergehen. Es ist also letztlich ein dichteabhiges Potential zu benut-
zen.

7.4 Zwischenbilanz

Der Schwerpunkt dieses Kapitels lag auf der Verbesserung der in Kémteewandten
Kombination von PIP-Modell und Linearer Response Theorie hinsichtlich ditigkeit
im Bereich des warm dense matter. Dazu wurden verschiedégédiikeiten getestet: eine
Alternative zum PIP-Modell, die Backsichtigung von lonenkorrelationen und die Ver-
wendung effektiver Elektron-lon-Wechselwirkungspotentiale. Als Referenzdaten dienten
die experimentellen Ergebnisse von Benagal. [Benage 99

Es hat sich gezeigt, dass die Verwendung des PIP-Modells trotz der vorhandenen in-
terpretativen Schwierigkeiten bei hohen Dichten nicht der entscheidende Grund ist, warum
der experimentell gefundene Trend der elektrischen &leigkeiten in diesem Dichtebe-
reich nicht reproduziert werden kann. Auch die Einbeziehung der lonen-Korrelationen in
Form eines lon-lon-Strukturfaktors hatte keinen wesentlichen Effekt auf die Berechnung
der elektrischen Leigfhigkeit. Eine taichliche Verbesserung hinsichtlich déisereinstim-
mung mit den gemessenen Werten brachte dagegen die Beachtung der Korrelationen der
Elektronen innerhalb der verwendeten Elektron-lon-Wechselwirkung.
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Abbildung 7.7: Rechnungen nach Perrot/Dharma-wardBeadge 99Perrot 02im Ver-
gleich mit den experimentellen Daten na&lehage 9P

Die LRT ist in Kombination mit dem PIP-Modell also grurédslich in der Lage
ist, auch Transporteigenschaften im WDM-Bereich zu beschreiben. &ghste dtige
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Schritt dazu ist, die einzelnendgglichen Verbesserungen in einer selbstkonsistenten Rech-
nung zu verbinden. Wie ein solches Ergebnis aussebant&, zeigt Abbildung.7. Die

dort gezeigte Kurve ist das Ergebnis einer Rechnung von Perrot und Dharma-wardana
[Benage 99Perrot 03°, die auf der Ziman-Theorie berut®¢rrot 95. In diesem Zugang
werden Pseudopotentiale konstruiert, die sowodhtfe Berechnung der Zusammensetzung

im neutral-pseudo-ato(hPA)-Modell verwendet werden, als auch bei der Festlegung des
Strukturfaktors in HNC-Mherung. Die Pseudopotentiale, dig ien Zweck der Verwen-

dung im NPA-Modells konstruiert sind, sind temperatur- und dichtaagly und werden

fir Dichtenp < 1 g/cn? zum abgeschirmten Coulomb-Potential.

6Die Kurve selbst ist angegeben iBdnage 9P Leider sind die genauen Parameter, die in diese Rechnung
eingegangen sind, nicht mehr bekaribhfrma-wardana Qldie Rechnungen nackgrrot 02 bringen jedoch
sehrahnliche Ergebnisse.



Kapitel 8

Wasserstoff

Bisher ist die Lineare Response Theorie in Kombination mit dem PIP-Modell systematisch
auf Edelgase und Metalle angewendet worden. In diesem Kapitel soll nun diese recht er-
folgreiche Theorie auf Wasserstoff angewendet werden.

Die Modellrechnungen in Kapitel.7 haben gezeigt, dass zumindest follstandig
ionisierten Wasserstoff die LRT in der Lage ist, zwischen den bekannten Glenzfier
Spitzer/Harm-Theorie (kleine Dichten) und der Ziman-Theorie (grol3e Dichten) zu inter-
polieren. Das dort benutzte Modell ist aber nicht geeignet, um ein Wasserstoffplasma bei
2500 K zu beschreiben, wie es in den Schockwellenexperimenten voreVeétif\Weir 96
auf die elektrische Lei#thigkeit hin untersucht wurde. Auch das bisher benutzte PIP-Modell
ist dazu nicht geeignet, da bei diesen Temperaturen nicht nur Atome im Wasserstoff auftre-
ten kbnnen, sondern auch Moliéle. Darum wird zuAchst skizziert, wie die Zusammen-
setzung von Wasserstoff in einem zu KapBdkicht modifizierten PIP-Modell berechnet
werden kann. Danach wird gezeigt werden, ob mit der zugrundeliegenden Zustandsglei-
chung tatachlich der in den Experimenten von Wetral.[Weir 96 gefundene Nichtmetall-
Metall-Ubergang in Wasserstoff und Deuterium reproduziert wird.

8.1 Zusammensetzung

Das hier betrachtete Wasserstoffplasma bestehe aus freien Elekéydreaen Protonerp,
AtomenH und, im Gegensatz zu den bisher betrachteten Plasmen, audiiéoiels. Diese
Teilchen verbinden Dissoziation und lonisation

H2 — 2H,

H = p"+e. (8.1)

Analog zu den Betrachtungen, die in Kapie2.1lauf das gekoppelte Gleichungssystem aus
(5.10 und (.4 fuhrten, kommt man auch hiéber die Bedingungerif die chemischen

87
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Potentiale bei Reaktionen im Gleichgewicht

P, — Ediss = 2UH )

8.2
MH —Eion = Hp + He, (8-2)
zu einem System gekoppelter Saha-Gleichungen
N3 , .
= g”j@“ exp[B (Ediss+ 241 — )] | (8.3)
N = 2npexp|B (Eion+ Mg -+ i + 1" — )] - (8.4)

Eingehenden @f3en sind die Dissoziationsenerdigss = 4.735 eV und die lonisations-
energieEjon = 1359 eV.

Um die Wechselwirkungsanteile der chemischen Potentiale zu berechnen, hilft wieder
der Ansatzf" = Y c.d fea mit in diesem Fall (od = e, p,H, Hy). Die Coulomb-Anteilef©
in der freien Energiedichte und auch die Wechselwirkungsanteile der Elektronen mit den
Atomen fPPlassen sich wie gehabt mit Rad\pproximationenfbeling 82 Stolzmann 0P
bzw. mit Hilfe des zweiten Virialkoeffizienten entsprechebdl® berechnen. Die starke
neutrale Komponente im Wasserstoffplasma zwingt aber auch zum Einbeziehen der Wech-
selwirkungen der Neutralteilchen untereinander sowie zum Beachten der ElektronaMolek
Wechselwirkung.

In der Fluid Variational Theory(FVT) [Ross 83 ist die freie Energie eines neutra-
len Einkomponentensystenider ein Minimierungsverfahren aus der Gibbs-Bogolyobov-
Ungleichung

F < Fo+ (0— @)o, (8.5)

bestimmbar: Die freie Energie ist immer kleiner als die freie Energie in einem Referenz-
system (Index 0) plus einer Mittelung der Abweichungen der effektiven Paarpoteptiale
Uber das Referenzsystem. Maximal gilt das Gleichheitszeichen. In der so ermittelten frei-
en Energie sind neben den idealen Anteilen auch alle betrachteten Wechselwirkungsanteile
enthalten.

Die FVT ist auch auf Plasmen mit zwei Komponenten anwendbar. Die Zusammenset-
zung eines solchen Plasmas wird dann so lange variiert, bis in den Gibbs-Bogolyobov-
Ungleichungen &.5) der jeweiligen Untersysteme das Gleichheitszeichen qilt, die freie
Energie mithin minimal ist. Aufbauend auf ddbissoziationsmode[Bunker 97 Beule 99
ist daraus eine Methode entwickelt worden, um Wasserstoffplasmen aus Atomen und Mo-
lekillen mit einer chemischen Reaktion (der Dissoziation) zu beschreinesmek 0D

Erfolgreich war die Anwendung dieser Variante der FVT vor allem bei der Berech-
nung von Hugoniot-Daten, siehduyranek 0pJuranek 02 Hier sind aber vor allem die
Wechselwirkungsbeifige der Neutralteilchen zum chemischen Potential von Belang: Mit
ihrer Festlegungdsst sich im Prinzip das Gleichungssystem &i8),((8.4) und Neutra-
litatsbedingungie = np selbstkonsistentosen. Um aber ein durchggiges Konzeptiir
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die machsten beiden Kapitel bieten zarknen, sei hier das Szenario angesetzt, das auch in
[Redmer 01pbenutzt wurde: Zuachst wird das Massenwirkungsgeseéizdie Dissoziati-
on (8.3 selbstkonsistent gést. Rir kleine Dichten wird dabei die FVT{if gro3e Dichten
das Dissoziationsmodell benutzt, um die Wechselwirkungsanteile in der freien Energiedich-
te festzulegen. Im Instabifitsgebiet, welches sich bei beiden Theorien ergibt, wird mit Hil-
fe der Hebelregélinterpoliert. Man erhlt die Teilchendichten der Wasserstoffatome und
Molekile in einem festen Veditnis. Nun wird angenommen, dass entsprechend dem Mas-
senwirkungsgesetz der lonisatioB.4) fir die bereits festgelegte Dichtg; auch lonen
und freie Elektronen vorliegen. DieliRkwirkung der lonisation auf die Dissoziation, etwa
durch Elektron-Molekl-Wechselwirkung, wird vernacassigt?

linstabil | partiell
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Abbildung 8.1: Zusammensetzung von Wasserstoff als Funktion der Dichte bei einer Tem-
peratur von 2500 K, vgl. Angaben iRpdmer 01k

Bild 8.1 zeigt die so erhaltene Zusammensetzung als Funktion der Dichte bei einer
Temperatur von 2500 K. Das entspricht in etwa den Temperaturbedingungen des Schock-
wellenexperiments von Weét al. [Weir 96|. Es sind drei Bereiche unterscheidbar: Bis zu
einer Dichte vorp = 0.75 g/cn? besteht das Wasserstoffplasma im Wesentlichen aus Neu-
tralteilchen. Der Anteil der Atome nimmt mit zunehmender Dichte bis auf etwa 10 % zu.
Es handelt sich also um epartiell dissoziierte$’lasma. Der Anteil der freien Elektronen,

X—X1

IHebelregel: Gegeben seien die Punktg y) und (x2,y2) der Funktiony(x). Fir a = o 9t y(x) =
(1—o)yr +aysz.

?Diese Rickwirkung ist vermutlich relativ gering, da in der Regel entweder viele Midekder viele freie
Elektronen auftreten.
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gleichzusetzen mit dem Anteil der freien Protonen, ist gering. Im Rahmen des hier verwen-
deten Modells be#gt er nur maximal einige Promille. Die elektrische Lagitigkeit wird in
diesem Dichtebereich sehr klein selibersteigt die Dichte @5 g/cn¥, kommt man in ein
Instabilitatsgebietin dem der Anteil der Atome und der freien Elektronen rapide zunimmt.
Die Druckionisation tritt in diesem Fall téishlich gleichzeitig mit einem Phadérergang
(plasma phase transitigiPPT) auf. Schlielilich erreicht man einen Dichtebereichpder

tiell ionisiert Uberschrieben werden kann. Hier sollte der Anteil der Neutralteilchen immer
weiter zugunsten der lonen Ziokgehen, bis letztlich vollahdige lonisation erreicht ist.

Fur die hier betrachtete maximale Dichte erreicht der lonisationsgrad etwa 30 %,iauch f
Temperaturen bis 10000 K.

8.2 Ergebnisseiir die elektrische Leitfahigkeit

Abbildung 8.2 zeigt nun, wie sich die elektrische Léitfigkeit bei verschiedenen Tempe-
raturen in Ablangigkeit von der Dichte vedlt, wenn eine solche Zusammensetzung in
die Lineare Response Theorie nach Zubarev eingeht. Die Transportquerschnitte wurden in
T-Matrix—Naherung berechnét.
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Abbildung 8.2: Berechnete elektrische Laltigkeit von Wasserstoff als Funktion der Dich-
te bei verschiedenen Temperaturen. Zum Vergleich sind die experimentellen Daten nach
[Weir 96 und [Ternovoi 99 angegeben.

3Fur die Elektron-Atom-Streuung sind Approximationeir fT-Matrix—Transportquerschnitte verwendet
worden, die fir Wasserstoff entwickelt wurdeijeyer 81.
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Alle vier Isothermen aus Bil®.2 zeigen im Wesentlichen das gleiche Verhalten: Bis
zum Beginn des Instabilitsgebiets steigt die elektrische Lahfgkeit mit zunehmender
Dichte langsam an. Wasserstoff hat in diesem Dichtebereich aber maximal halbleitendes
Verhalten. Im Instabildtsgebiet, in dem der Anteil der freien Elektronen aufgrund der
Druckionisation rapide zunimmt, steigt die L@itfigkeit stark an. Sie erreicht Werte, die
typisch sind @ir einfache Metalle wie Cesium. Zu hohen Dichten hin zeigthlielilich ein
Sattigungsverhalten. Die elektrische Latigkeit wird temperaturuni@imgig. Der Grenz-
fall hoher Dichten, reg@sentiert durch die nach der Ziman-Formkel’(l) berechnete Kurve
fur 3000 K, wird nicht erreicht. Der Grund hiérf liegt in der noch nicht vollgindigen
lonisation des Wasserstoffs.

Die elektrische Leithhigkeit zeigt wieder ein Verhalten, das auch der lonisationsgrad
Oe = Ng/(Np + NH + 2nw,) mit zunehmender Dichte aufweist, vgl. BiBl1l AuBerdem
kann die Druckionisation wieder als E#@lngsnaglichkeit fur den Nichtmetall-Metall-
Ubergang dienen, der diesmal in Wasserstoff gefunden wird. Ddb hivImit einem Pha-
serubergang verbunden.

Auch die experimentellen Daten, die in Schockwellenexperimenten gewonnen wurden
[Weir 96, Ternovoi 99, zeigen eineriJbergang von nichtleitertypischen Werten der elek-
trischen Leithhigkeit zu metalihnlichen Werten, siehe Abbildur®2 Die relativ niedri-
gen Temperaturen werden dadurch erreicht, dass die Schockwelle mehrfach hin und her
reflektiert wird und der Zustand der Probe sich entsprechend nahezu isantteqt. Ein
Vergleich der berechneten Werte mit diesen Daten kann jedoch nicht befriedigen: Im Expe-
riment von Weiret al, in dem erstmals das Bhomen metadihnlicher elektrischer Leihig-
keiten in Wasserstoff und Deuterium gefunden wurde, findet der Nichtmetall-Mtal-
gang z. B. in einem Dichtebereich von (0.55-0.7) gistatt. Die Temperaturen bewegen
sich dabei um die 2500 K, der Druck bigt etwa 140 GPa. Die berechnete Isotheriire f
2500 K, die diesen Bedingungen entspricht, zeigt den Beginn deld Bifgt bei einer viel
groReren Dichte von etwa 0.75 g/énErst die Isothermeifr 10000 K befindet sich im
richtigen Dichtebereich.

8.3 Hopping

Im Kapitel 2.4 sind eine Reihe von Bglichkeiten angegeben worden, mit denen der ex-
perimentell gefundene NM in Wasserstoff und Deuterium bégrdet werden kann. Ei-

nige der dort vorgestellten Prozesse wie Kettenbildung der Atome und Hoppimek
gleichzeitig mit der Druckionisation in Wasserstoff auftreten. Die elektrische dbeif

keit, die durch Hopping hervorgerufen wird, kann dabei auf die gleiche Art und Weise
berechnet werden, wie auch Transporteigenschaften, die durch freie Elektronen entste-
hen [Ropke 81 Ropke 82 Redmer 01aRedmer 01b In diesem Kapitel wird deshalb eine
quantitative Abschtzung gegeben, ob Hoppingprozesseétlieh zur Druckionisation den
Nichtmetall-MetallUbergang erkiren kbnnen.
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Dazu wird zurchst der Hamiltonoperator des Systems aus Gleichufigum die An-
teile der gebundenen Elektronen erweit&éefimer 01

1 tt
Hs = SEaa+s SV, K
Z zkgq a8 %% q
+ Ek (Vq + Mq,mar-:q,cam,(I) exp(i qu) aquak
ma,Kq
+ ZEma;gmamp‘f' ; tmmaTngam.,cr
mo mmao
U
+ Eza;;,oam,oagﬁ,foam,—o' (8-6)
mo

Die ersten beiden Terme beschreiben, wie auch scho#.47)( die kinetischen Energie

der freien Elektroneizx und die elastische Streuung dieser Elektronen an anderen gelade-
nen Teilcheniber das Coulomb-Potentis}. Der dritte Term beschreibt die Streuung an
Atomen als Streuung an lokalisierten Elektronen mit der Wellenfunktig(p) am Platz

Rm. Auch diese Wechselwirkung erfolgjber das Coulomb-Potential, das aber durch den
atomaren Formfaktor

Mgm=Va Y Um(P)[Wm(P) —Wm(p — )] (8.7)
P

modifiziert ist* Die kinetische Energie der lokalisierten Elektronen am RiaseiE,. Den
Ubergang eines solchen Elektrons von Plataachm beschreibt das Hoppingmatrixele-
menttmn = t(Ry — Rm). Die GioReU entspricht der Coulomb-AbstoBung zweier Elek-
tronen mit unterschiedlichem Spmam gleichen Platz. Sie kariber die Differenz der
Bindungsenergien der beiden an ein einzelnes Proton gebundenen Elektronenabgesch
werdenU = (13.6—0.75) eV.? Die Moglichkeit, dass durch lonisation bzw. Rekombination
gebundene und freie Elektronen neu entstehen, spielt zwar in der Berechnung der Zusam-
mensetzung eine Rollgif das dann betrachtete System mit fester Zusammensetzung wird
sie aber vernachksigt.

Der Stromfluss4.30 ist im Wesentlichen bestimmt durch die Zeitableitung des Orts-
operators der freien und in diesem Fall auch der lokalisierten Elektronen

0
R = SRyal ~ S i—d(k —kala
rrzb mam,oam,o k% ok ( )ak

) i ) )
R = P= %[H& R] = Rfrei + Rhopp- (8-8)
4 Das ist die eigentlich richtige Betrachtung der Streuung von Elektronen an Atomen. Im Kagitekt
sie etwas vereinfacht dargestellt.
5Die Bindungsenergie von Hbetragt 0.75 eV.
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Die Mittelwerte der Stme sind additiv. Es gilt alséj ) = (jfrei) + (jnopp)- Anschaulich
Uberlagern sich der Strom der freien und der Hoppingstrom der gebundenen Elektronen als
voneinander unbeeinflusste Systeme. Die elektrischedbégieit ist unter diesen Bedin-
gungen ebenfalls additi = Ofrej + Ohopp

Die Berechnung vowy.; ist bereits in Kapitel.4.1dargestellt worden. Mit Hilfe von
(8.8) lasst sich der Hoppingstrom aus

_ TR 1 2 2
Ohopp = 310y N2 %Emzm, | tmnt |© (Rm— Ry )~ e, (1 fEr/n) O(Em—En) (8.9)

berechnen Ropke 81 Ropke 83. Er ist damit, wie auch anschaulich klar ist, diplgig
vom Abstand benachbarter lokalisierter Zrdde R, — Ryy), deren Verteilungsfunktion

fg,, bzw. fEn{ (fe = [1+eB(E*“)]71), sowie von der Wahrscheinlichkeit, dass dort ein
Hoppingprozess stattfindefttf,q |°). Der FaktorN—2 ist eine Normierung: Die Summa-
tion Y g, wird Uber alle Energiezudhde unabangig vom Ort ausgéhrt. Pro Ort kann
aber nur jeweils ein Energiezustand angenommen werdémt fan die Zustandsdichte
D(E) =N"!5g 8(E —Em) ein und beachtet, dass

S(Em— Eny) = /dEa(E —Em) /dE'a(E’ —Ew)3(E—E) (8.10)

sowiefg(1—fg) = —B‘l‘é—fg gilt, ergibt sich aus Gleichun@(9)

Te?

Ohorp =" 305 2.

mm|tmm 2 (Rm—Rm)z/dE[D(E)}deE (E). (8.11)

Abbildung 8.3 zeigt eine Zustandsdichte, die aus einer Mittelung der Konfigurations—
Green-FunktiorG via D(E) = —1t 2ImG(E +i0) in Hubbard |1l Approximation gewonnen
wurde Hubbard 64Redmer 01h Die aufgeweiteten Dichten der einzelnen Zuste wer-

den als halbelliptisches Band angenommen. Die Coulomb-Abstd®umegier Elektronen

am gleichen Platzifhrt zur Aufspaltung in zwei symmetrischéBder, deren Zentruil

bei etwa 0.5 Ry= 6.8 eV liegt [Redmer 01aNeiRner 02 Das Uberlappen dieser @der

und die damit verbundene Besetzung von Zoden in der [dhe der Fermi-Energie ist of-
fensichtlich stark dichteal@imgig.

Hopping von einem Atom zumathsten ist nur den Elektronen in den aiihsten be-
setzten Energiezustden naglich. Entsprechenddnnen ausschlief3lich Elektronen an der
Fermi-Kante zum Hoppingstrom beitragen. Die starke Dichtéagigkeit der Besetzung
solcher Zusinde fihrt auf einen entsprechend steilen Anstieg der elektrischerabjtf
keit ohopp Siehe Abbildung8.4. Dieses Bild zeigt die beiden Beilge — Hoppingstrom
und Strom freier Elektronen — zur elektrische Lé#itigkeit sowie ihre Summe als Funk-
tion der Dichte. Zum Vergleich werden auRerdem die experimentellen Daten voevskir
[Weir 96| gezeigt. Bei der deshalb hier betrachteten Temperatur von 2500 K ergibt sich, dass
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Abbildung 8.3: Zustandsdichte von Wasserstaff ¥erschiedene Dichten nach dem Hub-
bard Il Modell, vgl. Redmer 01k

der Beitrag der Hoppingprozesse die elektrische &hitgkeit im interessanten Bereich des
Nichtmetall-MetallUbergangs dominiert. Die Werte V@opp Sind bis zu zwei GiRenord-
nungen gdRer alsogei. AuRerdem zeigt sich gerade im Dichtebereich von 0.55 ¥uis

0.7 g/cnt, in dem auch der NM gemessen wurde, der starke Anstieg der Hoppingleiigf

keit, der durch das SchlieRen der HubbaghBer bedingt ist. Offensichtlich ist hier die
Dichte der Atome hoch genug, um Hopping zu einem effektiven Prozess des Elektronen-
transports unter Einfluss ein&al3eren elektrischen Feldes werden zu lassen.

Aus Abbildung8.1 geht hervor, dass in der hier benutzten Zusammensetzung der An-
teil der Atome mit zunehmender Dichte weiter steigt. Entsprechend steigtaaggimit
der Dichte weiter an, siehe Abbildung@m. Aufgrund der Druckionisation werden aber
zunehmend freie Elektronen generiert, die sich wesentlich leichter unter Einfluss des elek-
trischen Feldes bewegedinen als gebundene Elektronen. In Systemen mit hohem lonisa-
tionsgrad (wie z. B. Metallen) spielen deshalb Hoppingprozesse als Beitrag zur elektrischen
Leitfahigkeit nur eine untergeordnete Rolle.

Aufgrund der vielen benutztenderungen zur Berechnung der elektrischen &Ritf-
keit als Folge von Hoppingdanen die in diesem Kapitel gezeigten Rechnungen nicht als
Beweis dienen, dass dies der entscheidende Prozess ist, der den experimentell gefundenen
Nichtmetall-MetallUbergang in Wasserstoff eéd. Es ist aber deutlich geworden, dass
dieser Prozess nicht vernaéhsigt werden kann, wenn Transporteigenschaften in schwach
ionisiertem Wasserstoff betrachtet werden sollen.
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Abbildung 8.4: Elektrische Leiffhigkeit von Wasserstoff sowie ihre Anteile infolge von
Hoppingprozessen und der Bewegung freier Elektronen als Funktion der Dichte bei 2500
K. Zum Vergleich: Experimente von Wegt al..

8.4 Zwischenbilanz

In diesem Kapitel wurde die elektrische Laitligkeit von Wasserstoff untersucht. Insbe-
sondere wurde dabei auf den experimentell gefundenen Nichtmetall-Niktatjang ein-
gegangen.

Die fur die Berechnung der elektrischen Laltfgkeit rotige Zusammensetzung des
Wasserstoffplasmas wurde innerhalb des PIP-Modells festgelegt. Neben Elektronen und
Protonen wurden dabei auch Atome und Maikekals gebundene Zigstde beiicksichtigt.

Die notwendigen Veéinderungen bei der Berechnung der Zusammensetzung wurden vorge-
stellt und eine erste &herung dair benutzt.

Auch in Wasserstoff ist die Druckionisation Ursaclig €inenUbergang von einem
niedrig ionisierten System zu einem System mit vielen freien Laduimgstn. Siedillt mit
einem Instabiliditsgebiet zusammen, was auf einen Phialsergang schlieReragst. Die
elektrische Leithhigkeit, die sich aufgrund des Transports freier Elektronen ergibt, zeigt
einenUbergang der elektrischen Léitiigkeit von typischen Nichtleiterwerten zu metallty-
pischen Werten, wie sie auch Mgir 96 gefunden wurden. Der Dichtebereich, in dem der
NMU stattfindet, ist aber nicht idbereinstimmung mit experimentell gefundenen Werten.

Daraufhin wurde Hopping gebundener Elektronen als weiterer Beitrag zur elektrischen
Leitfahigkeit untersuchifedmer 01agRedmer 01p Es ist gezeigt worden, dass dieser Pro-
zess im schwach ionisierten Wasserstoff den Transport elektrischer Ladung dominiert. Ins-
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besondere in dem Bereich, in dem der Anstieg der elektrischerahigjifeit zu metallty-
pischen Werten experimentell gefunden wurde, ist ein steiler Anstieg deahigikeit zu
konstatieren, die auf diesem Prozess beruht. Hopping kann deshalb eigeuBgkiir den
experimentell gefundenen NMsein.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Resultate dieser Arbeit

Die Experimente, in denen systematisch die elektrische dlegkeit von Edelgasen und
Metallen in einem grofRen Dichte- und (teilweise) Temperaturbereich untersucht wurde,
dienten als Anlass, Transporteigenschaften eben dieser Systeme auch theoretisch zu be-
trachten. Der Schwerpunkt lag dabealvend der gesamten Arbeit auf der elektrischen
Leitfahigkeit. Es wurden aber auch Ergebnisse z@rmeleithhigkeit, Thermokraft und
Reflektivitat diskutiert.

Grundlage aller Berechnungen ist die Lineare Response Theorie in der Formulie-
rung von Zubarev. Diese Theorie, die in Kapitelorgestellt wurde, ist hier in Rostock
mit entwickelt und bereits vighitig angewandt worden. Insofern ist diese Arbeit als ei-
ne Weiterfihrung von Arbeiten wie z. B.Meister 83, [Hohne 84, [Reinholz 9% oder
[Redmer 99zu sehen.

Ein wesentlicher Teil, auf dem die Berechungen der Transporteigenschaften in LRT be-
ruhen, liegtin der Auswertung von Korrelationsfunkionen. Hier zeigt sich, inwiefern Trans-
porteigenschaften von der Zusammensetzung eines Plasmas und von Streumechanismen
zwischen Teilchen bestimmt werden. Diese beiden Parameter sind auch diejenigen, die am
ehesten vémdert werdendnnen.

Zur Festlegung der Zusammensetzung wurde in dieser Arbeit das Modell des partiell
ionisierten Plasmas géwlt. Dieses Modell, in dem gebundene Zuste neben den ele-
mentaren Elektronen und Atomkernen als eigéndige Teilchen betrachtet werden, it f
Plasmen niedriger Dichte entwickelt worden. Am Beispiel von Beryllium wurde in dieser
Arbeit aber gezeigt, dass es auch bei Fagtkrdichte Ergebnisse liefert, die mit Zusam-
mensetzungen anderer Zustandsgleichungen konkurriérerek, siehe Kapitél.4. Da die
LRT fur ein Modellplasma aus Protonen und Elektronen in der Lage ist, zwischen den aner-
kannten Grenzwerten der Spitzer-Theorie und der Ziman-Theorie zu interpolieren, bestand
daher Grund zu der Annahme, dass mit der Zusammensetzung im PIP-Modell Transport-

97
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eigenschaften von Plasmen bei kleinen Dichten bis in den Bereich des warm dense matter
hinein bestimmt werdendanen.

Ein Vergleich mit den experimentellen Daten zur elektrischen &kitikeit der Edel-
gase und Metallplasmen hat gezeigt, dass im Rahmen der experimentellen Genauigkeiten
Transporteigenschafteiifnahezu ideale Plasmen sicher berechnet werdenda! Auch
bei hohen Dichten ist es bis zu gewissen Grenzéglich, experimentell gefundene Trends
in der elektrischen Lei#higkeit zu reproduzieren.

Bleibt man in diesem Dichtebereich, finden sich neben den qualitativ guten bis teilweise
quantitativ sehr guten Resultatdir iie elektrische Lei#higkeit von Edelgasen und Me-
tallplasmen weitere Ergebnisse. So kann ein verallgemeinertes Wiedemann-Franz-Gesetz
fur ein analoges Verhalten der elektrischen [aditfikeit und der Virmeleitkhigkeit abge-
leitet werden, siehe Kapitél2.3 Daneben werden die anerkannten Grenzwerte der Spitzer-
Theorie zumindest auchurf die untersuchten Metallplasmen reproduziert, siehe Kapitel
6.2.2und6.2.4

Im Bereich des WDM versagt die Kombination aus LRT und PIP-Modell bei der Re-
produktion der experimentellen Dateiar fAluminium. Bei diesen Dichten, wo Tempera-
turen fur den Verlauf der elektrischen Leithigkeit nur noch eine untergeordnete Rolle
spielen, kann der Anstieg der experimentellen Daten in den theoretischen Kurven nicht
gefunden werden. Die Ursache dafiegt weniger beim PIP-Modell, sondern vielmehr in
den verwendeten &herungeniir die Transportquerschnitte, siehe Kapitelnsbesondere
die Verwendung effektiver Potentiale anstelle des Debye-Potentialdi¢ Elektron-lon-
Wechselwirkung iihrt auf deutlich verbesserte Ergebnisgedie elektrische Leithigkeit
im Bereich hoher Dichten.

Eine besondere Rolle hat in dieser Arbeit der Nichtmetall-Médiakrgang gespielt,
der hier als eirlJbergang der elektrischen Léitiigkeit von metalluntypischen zu metall-
typischen Werten verstanden wird. Die§#isergang findet in einem kleinen Dichtebereich
statt und ist sowohl bei Edelgasen und Metallplasmen, als auch bei Wasserstoff experimen-
tell fur bestimmte Temperaturen gefunden worden. Im Rahmen des hier benutzten Modells
kann er durch Druckionisation e#dt werden: Aufgrund zunehmender Wechselwirkungen
der Plasmapartikel sinkt die effektive lonisationsenergie bei steigender Dichte, siehe Ka-
pitel 5.2.3 Die Folge ist eine vermehrte Freisetzung gebundener Elektronen, die zu einem
starken Anstieg der elektrischen Laitfigkeit tihren.

Im Fall der untersuchten Edelgase und Metalle konnte der experimentell gefundene
NMU reproduziert werden. iFf Wasserstoff hat sich herausgestellt, dass aufgrund des ho-
hen Anteils neutraler Teilchen nicht nur die Druckionisationden experimentell gefunde-
nen Nichtmetall-Metallbergang verantwortlich ist. Auch Hoppingprozesse von Elektro-
nen zwischen Atomen tragen unter Einfluss ei@Beren elektrischen Feldes zum Strom-
fluss bei. Sofern die Anzahl frei beweglicher Elektronen klein ist, kann dieser Hoppingstrom

lvoraussetzung ist, dass alle zur Berechnung der ZusammensetigenrEingabedaten vorhanden sind,
siehe Kapiteb.1.1und6.1.2
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der dominante Elektronentransport in Wasserstoff sein, sieche K&teDie elektrische
Leitfahigkeit, die durch diesen Prozess entsteht, ist stark dictdeglzhund zeigt eine stei-
len Anstieg gerade in dem Dichtebereich, in dem derUN&uch experimentell gefunden
wurde.

9.2 Weitere Schritte

Die Moglichkeiten, die in Kapite¥ getestet wurden, um die experimentell gefundenen Da-
ten der elektrischen Ledhigkeit von Aluminium im Bereich des warm dense matter zu
reproduzieren, wurden alle ungbigig voneinander betrachtet. Setzt man aber ziB. f
eine bestimmte hohe Dichte effektive Paarpotentiale der Elektron-lon- und der lon-lon-
Wechselwirkung an, die zu kleinen Dichten hin in die Debye-Poteritiadggehen, so liel3e

sich nicht nur der Strukturfaktor selbstkonsistentim Rahmen z. B. der Percus-Ye#iwkN

rung als Wsung der Ornstein-Zernicke-Gleichung berechnen, sondern auch die Zusammen-
setzung. Die Anwendung von PIP-Modell und LRame dann nicht mehr unaéhgig von-
einander. Transporteigenschaften von Plasniimmten in einer selbstkonsistenten Rech-
nung bis in den Bereich von Festiperdichten vorhergesagt werden.

Ein naher liegendes Ziel ist aber erst einmal die Untersuchung der Insighilie bei
der Berechnung der Zusammensetzung im Zusammenhang mit deth auitritt. Dazu
ist die Untersuchung der Zustandsgleichung notwendig, was sich daimtiaratuf die
Berechnung von z. B. Hugoniot-Kurven erweiteasst. Sollte der Grundif die Instabi-
litat tatéchlich ein Phasérbergang sein, kann mit Hilfe einer Maxwell-Konstruktion die
Dichte bestimmt werden, bei dem die Zusammensetzung des Plasmas vom niedrig- in den
hochionisierten Zustand springt. In diesem Zusammenhamg auch die Berechnung von
Koexistenzlinien und des kritischen Punktes wichtig. Letzteres ist sicher auch in Zusam-
menhang mit der Thermokraft zu sehen. Sehr genaue Experimente, dieddéchen Zu-
sammenhang zwischen Phadkargang und Vorzeichenwechsel der Thermokraft belegen,
liegen ausschlieBlichuf Quecksilber vorGotzlaff 88 Hensel 99. Die Anwendung der hier
gezeigten Theorie auf dieses bivalente System bei etwa 1500 K ist eine neue Herausforde-
rung.

Im Hinblick auf die Auswertung der Thomson-Streu-Experimente an Beryllium und
Kohlenstoff ist auch die Einbeziehung angeregter Zndé als neue Bestandteile eines Plas-
mas denkbar. Am dringensten, da momentan véfdtgm Interesse, ist aber die selbstkon-
sistente Berechnung der Zusammensetzung von Wasserstoff. @@amight nur die Be-
rechnung von Zustandsgleichung oder Hugoniot, sondern auch gleichzeitig die Angabe von
Transporteigenschaften dieses Elements in einem grof3en Dichte- und Temperaturbereich
moglich.
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Materialparameter
| [(Z] mi | m/ma [ ap [ By E Es | B4 | Es |
Wasserstoff| 1 1.01 | 5.4461710°% | 4.4997] 13.598
Helium 2 4.00 | 1.3714410 % | 1.3831| 24.587| 54.418
Beryllium 4 |9.0121] 6.0871310°° | 37.791| 9.322 | 18.211| 153.89| 217.71
Kohlenstoff| 6 | 12.011| 4.5673010 ° | 11.877| 11.260| 24.383| 47.888| 64.494| 392.09
Neon 10| 20.18 | 2.7184310°° | 2.6696| 21.565| 40.963| 63.45 | 97.12 | 126.21
Aluminium | 13 | 26.982| 2.0332810° | 56.281| 5.9858| 18.829| 28.448| 119.99| 153.83
Argon 18 | 39.95 | 1.3731710° | 11.075| 15.760| 27.630| 40.74 | 59.81 | 75.02
Eisen 26 | 55.847| 9.8229010°° | 56.686| 7.9024| 16.188| 30.652| 54.8 75
Nickel 28| 58.70 | 9.3454810°° | 45.889| 7.6398| 18.169| 35.19 | 54.9 | 76.06
Kupfer 29 | 63.546| 8.6328010 ° | 41.165| 7.7264| 20.292| 36.841| 57.38 | 79.8
Zink 30| 65.39 | 8.3893610 ° | 47.913] 9.3941| 17.964| 39.723| 59.4 82.6
Krypton 36| 83.80 | 6.5463010 ° | 16.766| 14.000| 24.360| 36.950| 52.5 64.7
Xenon 54 | 131.29| 4.1783810°° | 27.902| 12.130| 21.210] 32.123 - -
Wolfram 74| 183.5 | 2.9895310 ° | 74.906| 7.98 1781 | 24.1 354 48

Tabelle A.1: kir Rechnungen benutzte Materialparameter

e ap: Dipolpolarisierbarkeit ira% [Lide 95
e Z: Ordnungszahl e E;: lonisationsenergien def-ten lonisati-

e my: Atommasse in atomaren Masseeinheiten onsstufe in eVILide 95.
e me/my: Verhaltnis von Elektron- zu Atommasse

In den Rallen mit (=) konnten keine Werte gefunden werden.
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Anhang B

Die Galerie: Streuung und
Transporteigenschaften imUberblick

In diesem Anhang sind einige Abbildungen zusammengestellt, die in Bezug auf den Trans-
port in Plasmen, und hier speziell in Metallen, von Bedeutung sind. Diesesicht dient
als Datensammlung. Inhaltlich tragen die Abbildungen nichts wirklich Neues zu der vor-
liegenden Arbeit bei, auch wenn gelegentlich auf einige Bemerkungen Bezug genommen
wird.

Gezeigt werden eine Reihe von Streuphasen und Transportquerschinittée Streu-
ung von Elektronen an geladenen Teilchen. Aul3erdem werden mittlere lonisationggrade f
die in Kapitel 6.2 betrachteten Metalle Al, Ni, Cu, Fe, Zn, W sowie ihre Transporteigen-
schaften elektrische Le#&higkeit, Warmeleitfhigkeit und Thermokraft gezeigt. Abschlie-
Rend findet sich eingbersichtilber die elektrische Le#higkeit der Edelgase He, Ne, Ar,
Krund Xe.
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B.1 Streuphasen
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Abbildung B.1: Streuphase® in Einheiten vorrtfur die Streuung von Elektronen an ein-
fach und dreifach geladenen lonen bei verschieden abgeschirmten Debye-PotehiBalen (
Prinzipiell gilt: Je sarker und langreichweitiger das Potential, destol3gr die Phasen-
verschiebungen der auslaufenden Welleir. grol3e Energien werden diese Wellen kaum
phasenverschobe® (— 0), fur k — 0 gibt & /1t die Anzahl ndglicher Bindungszuénde
an.
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B.2 Transportquerschnitte
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Abbildung B.2: Transportquerschnit€@r in T-Matrix— (=) und Born’scher Eherung (- -)
fur die Streuung von Elektronen an geladenen Teilchen irdAblgkeit von Ladung@ und
Debye-Radiusp (aus Gleichungd.13). Wahrend die Transportquerschnitte in Born’scher
NaherungQ® sich systematisch verhalten — steiggmind/oderrp, wird auchQg groRer

— treten in den T-Matrix—Transportquerschnit@®i™ mit zunehmender Abschiri@hge
Strukturen auf, die deutliche Unterschiede zu @&nhaufweisen. Br groRe Wellenzahlen
k, mithin groRen Energien der gestreuten Elektronen, @Mtin die Born'scher Nherung
Uber, vgl. KapiteK.6.
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B.3 Transportkoeffizienten von Metallen

B.3.1 Mittlerer lonisationsgrad
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Abbildung B.3: Mittlere lonisationsgrade der Metalle Aluminium, Eisen, Nickel, Kupfer,
Zink und Wolfram. Der generelle Verlauf istif alle Metalleahnlich und findet sich im
Verlauf der elektrischen Le#higkeit und der Viirmeleitkhigkeit wieder, vgl. Kapiteb.2.2
sowie Abb.B.4 und Abb.B.5. Die gestrichelte Linie in der Abbildungif Eisen zeigt den
Einfluss der Teilchenvolumina bei der Berechnung der Zusammensetzung.
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B.3.2 Elektrische Leitfahigkeit
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Abbildung B.4: Elektrische Lei#higkeiten der Metalle Aluminium, Eisen, Nickel, Kup-
fer, Zink und Wolfram im Vergleich mit experimentellen Daten. Der generelle Verlauiiist f
alle Metalleahnlich und korrespondiert mit dem mittleren lonisationsgrad. Die gute qualita-
tive Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten findet sich ebenfalidle Metalle,

vgl. Kapitel 6.2.2 Die kaum sichtbare gestrichelte Linie in der Abbildurig Eisen zeigt
den geringen Einfluss der Teilchenvolumina.
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B.3.3 Warmeleitfahigkeit
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Abbildung B.5: Warmeleit&higkeiten der Metalle Aluminium, Eisen, Nickel, Kupfer und
Wolfram. Der generelle Verlauf istif alle Metalleahnlich und korrespondiert mit der
Leitfahigkeit, vgl. Kapitel6.2.3und AbbildungB.4. Die kaum sichtbare gestrichelte Li-
nie in der Abbildung fir Eisen zeigt den geringen Einfluss der Teilchenvolumina bei der
Berechnung der \&fmeleitthigkeit.
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B.3.4 Thermokraft
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Abbildung B.6: Thermokraft der Metalle Aluminium, Eisen, Nickel, Kupfer und Wolfram.
Der generelle Verlauf istifr alle Metalleahnlich, vgl. Kapitel6.2.4 Die gestrichelte Li-

nie in der Abbildung i@ir Eisen zeigt den geringen Einfluss der Teilchenvolumina bei der
Berechnung der Thermokraft.
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B.4 Elektrische Leitfahigkeit von Edelgasen
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Abbildung B.7: Elektrische Lei#higkeiten der Edelgase Helium, Neon, Argon, Krypton
und Xenon im Vergleich mit experimentellen Daten. Der generelle Verlauf der theoreti-
schen Isothermen istif alle Edelgaséhnlich, ebenso wie digbereinstimmung mit den

pin g/cm’

experimentellen Daten, vgl. Kapitél1.2



Anhang C

Rechnungen zu
Korrelationsfunktionen

Dieser Teil des Anhangs eritth einige Rechnungen zur Auswertung der Korrelationsfunk-
tionen, die zur Berechnung der Transporteigenschaftebtigtrwerden. Sie dienen als
Erganzung zu den Darstellungen in Kapiteb, falls der Leser geneigt ist, einige Rech-
nungen nachzuvollziehen. Eventueditiye Nebenrechnungen sind dabei in den laufenden
Umformungen mit einena gekennzeichnet. Sind die Nebenrechnungen zu Eadet tlie
nachste Zeile der eigentlichen Rechnung wieder mit einer“an.

C.1 Die Ausgangsposition

Wahlt man die verallgemeinerten Impulge46
{Pn} = th(BEk)naIak (C.1)

als relevante Observable, um den Nichtgleichgewichtszustand eines System zu beschrei-
ben, so Bnnen die in Gleichungd(33 gegebenen Korrelationsfunktionen verallgemeinert
geschrieben werden als

1 1
Nmn = @(Pm\Pn):E(PnWm)a

Qmn = Nmnfnlbw.m(s)énm C2)
Dmn - (Pm|Pn)+<Pm(5)|Pn>'

109
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Die Kubo-Produkt€A|B) und ihre Laplace-TransformiertéA(e)|B), die die Korrelations-
funktionen aus GleichundX(2) bestimmen, sind gegeben durehd6

B
(AB) = /0 dUTr {poA(—iAT)B} (C.3)
welB = Jim [ ate Aple)

mit den Zeitentwicklungeré(24)

Alt) = exp(%Ht)A(O)exp(—%Ht), (C.49)
A(—iht) = exp(HT)Aexp(—HT).

C.2 Berechnung vonNymund Qnm= Nnm

B
N = & / AT TH{ PoPn(—iAT) P} (C.5)
Me Jo

= nfershzk;zk1k2<BEh)"(BEkz)mTr{poaL<—ihr>ak1<—im>al2ak2}

° AuswertUng der Spur:
ajax(—iht) = exp(HT)aac exp(—HT) = afa;
Tr{poay a,ay,a, } = fi, fic, + fiey (1= ficy) Bk ks
- Term 1k (BEx, )" fk, ist ungerade Funktion, gibt 0 im Integral

= Term mitfy, fi, fallt weg
d fi

BdE
- 2(Spin) Qo 3 _871'[ Qo /°°
* Ubergangg 3(Richtungen) 2m)3 /d k= 3 (2m)s Jo kK,

21,2
Nnm — ZB?T)ek (BEk)n+mfk(1—fk)

16mQq [ df
_ O/dkkz(BEk)merleII;k

. x:BEk:Bzhrif;d thkdkdk_ (th)

2
1
i 16T@0 th 2 ,l +m+1dfk
N = gz 95 (o)t (G ) X

- Term 2:fkl(1— fk2)6k17k2 = fk(l— fk) = —

1
2
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3
_ 8 pr? Z/wdx)p+m+§dfk
3(2m)3 \ 2me 0 dx

3
_ 8rQ (Bh*Y nrmtd ¢ | /°° 3\ nimel
- —3(2n)3<2%> [x sz}o—odx N me o ) XM
1 1

exp[B(Ex — W] +1  exp(x— By +1
- Term 1in [...] verschwindet

o fi : Fermiverteilungy =

- Term 2: Verbindung mit Fermi-Integralen

_ 1 tX
Ry = M(x+1) /dtexp(t —y)+1 (C.6)
- ' Gamma-Funktion mit(x+ 1) = X (x), I <;> = /T

3
8 (P2 ? 3 3

8, /B2 2 5
) o Y

1
~NeA3, . ) [ 21mBR? 2
° F%(Bu)_ZQO,thermlscheWeIIerainge’\_( e s.Gl. 2.9
3
_ 8mQo Br2\ 2 5 Fn+m+%(B“) NeA3
N = g () (4 3) F (BN 2

8y [BR2\ 7 Ne [2mBr2) 5\ Foeme 1 (B
BECLE <m> 290( me ) r<”+m+2> 5 (B
4 5\ Foemi 3 (B
= ?)\ﬁtNer<n+m+2>F%(Bu)
F(n+m+3) Foome2 (BY

3 F@

Nnm — Ne (C . 7)

Die Korrelationsfunktionet,m und Qnm = Nnm lassen sich somit iterativ addgp = Ne, der
Anzahl der vorhandenen freien Elektronen, berechnen. Sie hei3en destadligpgemeinerte
Teilchenzahlen
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C.3 Berechnung derDpm

Um die Kraft-Kraft-Korrelationsfunktionen berechnen zonken, beatigt man zugéchst
einmal die verallgemeinerten Kite F, = P, = h[H Pn]. Wie in Kapitel 4.5 angegeben,
lassen sich di&,, darstellen als Summe verschiedener Anteile

Fn — Fee+ Z Fec (08)
c#£e

mit den nach Elektron-Elektron-Wechselwirkung und Interaktion der Elektronen mit den
anderen, schwereren Teilchen c¢ separierten Antedlési und @.52

Fre = ;Vec a(k, )3, ja (C.9)

Foe = g Vee(q) [Kn(k,q) +Kn(k', —q)] ak+qak/ g% - (C.10)

Es gelten die Ablirzungen aus Gleichung.63

Kn(k,q) = K(BEx)" — (k +a)(BEk+q)"- (C.11)

Der Anteil, der sich aus dem Kommutatpt, P] aufgrund des kinetischen Parts im
Hamilton-OperatoHy = EEk alak Gleichung 4.48), ergibt, fallt weg:

[Ho,Pn] = [ZEkalakng(BEw)”aLak/]
= K%Ekhk’(BEk/)”(aiakallakf—aifakfalak)
o aal = [akal/} —aj,a = 8 —aya
[Ho,Pn] = %Ekhk’(BEk' [al <5k,k/—alfak>ak/—alr (6k,k’—alak/>ak]
= ;Ekhw BE)" [— ak,akakf+ak,akakfak}
o |aal] = laad =0

[Ho.Po] = gEknk'mEk/)”[—al/alakfawal/alakfak} ~0

i
Fi = 5 [HoPa]=0 (C.12)
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Die Kraft-Kraft-Korrelationsfunktione®ny, = (Fn|Fm) berechnen sich dann géfiden
Definitionen der Kubo-ProdukteC(3)

Dom =  lim dte"t / dTTr {PoFn(t — IHT)Fum}, (C.13)

e—+0

vergleiche Gleichung4(56). Im Kapitel 4.5 wurde auch bereits festgestellt, dass Ojg,
wegen der Additiviait der verallgemeinerten KfteF,,, Gleichung C.8), ebenfalls in einzel-
ne Teile zerfallen, die separat ausgewertet werdgmé&n. Hier seien als Beispiele gezeigt,
dass die gemischten Terne5€|F5c) wegfallen, sowie die Berechnung degs, = (FRC|Fre).

C.3.1 (FOFR9

Fee“: (’> = ganlo dtét/ dTTr{pOFee(t—lhT)Fec}
= Zsll['ﬂo dt ét 0 dT Z Vee ql VEC(qZ)

k1k1q1k27q2
X [Kn(k1,01) +Kn(K3,—01)] Km(k2,92)

x Tr {poakﬁqlak/ ,qlak;aklak2+q2ak2}
X exp|  (Barsap  Eig) (110
e Auswertung der Spur (Wick’sches Theorem):
Tr{ Poal, a8l ;88 10,5 |
= fi: Ok: ks [_fklékl,k’l—ql fica Ok ko +ap — TieaOkp ke —y (1= fkl)ékl,kzﬂh}
+ fiey Ok ka+an [fk/lék’l,k’lfql fica Oz ka2 fiea Ok ks gy (1= fk/l)ék/l,ngrqz}

+fica Ok -+ [fk;5k'1,k’l—q1(1— fict ) By ko+2 Fiea Okp ke, —qy (1 — fk/l)5kf1.,k2+q2}
e gibt fur alle drei Terme nur Beifige mig; = g2 =0
e Kp(k,q=0)=0;siehe Def.C.11)
(Fe9Fey — 0 (C.14)

C.3.2 (FeFeo

(FRFm = lim dtét/dITr{poFeC(t—lhr)FeC}

e—+0
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i2 lim dteEt dr Vec(d1)Vec(d2)
€-+0 0 «fa kzzflz

Kn(k1,01)Km(kz,q2)Tr {Poakﬁqlaklalﬁqzakz}

exp 1 By — B 1~ )
Auswertung der Spur (Wick'sches Theorem):
Tr {poaﬁl-l—chaklalz-&-l"lzakz } = fkl6k1~,k1+q1 fk26k27k2+Q2

+ fk26k27k1+Q1(1_ fk1)6k17k2+Q2
erster Termgy, = g2 = 0gibt wieder 0, siehe RechnunG.(4
zweiter Term:d-Funktionen gebety = —q2; ko =k1+qg1=k+q

— lim dte"t/drgvezc 2(K, Q) K m(K + 0, —q)

e—+0

a1 1) exp) 1 (Buq — EQ(t 1)
Auswertung der Integrale:

(1) lh(Ek+q CE(t—ihT) = l—hAEH—AET

/drexp (AET)] = exp(BAAEE)NB
1 ho 1
/_wdtexp(er%AE)t— g+%AE i AE—ihe
Rl h

(4) I—lT[tS(AE) hTO(AE)

slﬂoT AE —ihe
- ;Vezc(CI)Kn(k, q4)Km(kK+0,—0) fkrq(1— fk)BATO(AE)
q

Auswirkungen der Delta-Funktiod(AE) = &(Ex1q — Ex)

(1) Kn(k,a) =Kk(BE)"— (k+0)(BEx+q)" (siehe C.11)
= K(BE«)" — (k+0)(BE«)"
= —q(BEx)"

(2)  Kn(k,q)Km(k +0,—0) = —0?(BE)"™"

(3) fk+q = f«
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(FiFm) = Bhng 9P (BEx)"™ ™ fic (1 — fic)8(Exs+q — Ex) (C.15)

¢ Ubergange
2(Spin) Qo 3 _é Qo /°°
Z 3(Richtungen)(2m)3 /d k= 3(2m2 Jo dkkc,

Qo 3. Qo

3 |9

(FEFeS) = BhT[4 Q5 “akie [ d of ld cosB) V2(q)g? (BEK)™™
i) = By e |, 0k [ dac? [ dicosd) Vi) (B

% fi(1— fic)(Extq — Ex)

2
_ 2 % 3Bﬁ/ dKR(BE)™ ™ (1— fi)

' . k-q
_1d(cose), cost = wq

x /0 dqV2(q) / d(co)3(Eicsq — Ex)
e Delta-Funktion:
h2
6(Ek+q — Ek) = 6<2|'ne [(k -+ q)2 _ k2]>
_ 2Mey 2 2 q
= ZR8(k+ 2k g+ ¢~ K) = %6<cose+2k>
=0<g<2k

2 Q3

ec| n+m 2 2
FEFE = 3rmsPiis ) OkKBE™ (1K) [ dadVE(a)

2 2k
— g % Bme/dkk(BE “””fk(l—fk)/0 dqcvi(a)

° Transportquerschnltt der StreuueipesElektrons an schwerem Teilchen:

Qec_iﬂ " ¢ |Vec(@)|®  (Born'schen Niherung 4.66))
T mznaic J, 299 eeld a

e im Medium gilt fur differentiellen Streuquerschngtt?5 :

do Q
50 ~ Seel@)Qolvec(@)* = PVec(a)

mit StrukturfaktorS.(q) und Gesamtwechselwirkungc aller N; Teilchen

- ecznom”f;m; [ dad e Sa) (C.16)
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2 02 Bme N (2m)2h% 1

(FlFm) = é(zn)3 h Qo Qo n/ dkIe(BE)™ ™ (1~ i) QF
— 2 h/dk<8r?bk2> kg(BE )n+mfk( )Q‘?’C
(FFm) = ﬁNC/o dk IR(BE)™ ™ i (1 fi)QF° (C.17)

Der Ubergang zur Ziman-Formelif die elektrische Leithigkeit @.71) ist ilbrigens
dann ndglich, wenn man beachtet, dass sie sich ausschlielicBgergibt und

. 1df
lim (1~ fi) = — lim Bﬁ = 3(k—ke) (C.18)

mit dem Fermi-Impulskg ist.



Anhang D

Transportquerschnitte: Grundlagen

D.1 Potentialstreuung und Transportquerschnitte

Die Streuung eines Teilchens wirdrfdie in dieser Arbeit zu berechnenden Transportquer-
schnitte als elastischer I@irer Stol3 betrachtet, bei dem dieses Teilchen im Zustand 1 mit
einem Teilchen im Zustand 2 kurzzeititber ein PotentiaV/(r; —r) wechselwirkt und
sich beide danach im Zustand 1’ bzw. 2’ weiterbewefjBras Potential ist dabei als Mittler
zwischen den Eingangs- und Ausgangsanden zu sehen, also im Sinne einer T-Matrix,
siehe KapiteR.2

Dynamisch beschreibbar ist das Probldiber die losung der zeitakingigen
Schibdinger-Gleichung

HW(rq,ro,t) = ih%tl—'(rl,rz,t) (D.1)

mit dem Hamilton-Operator

r? r?
H:—Tmmrl—ﬁmrz‘i‘V(rl_rZ)' (D2)

Geht man zu Schwerpunkt- und Relativkoordinaiiéer, ertalt man die bekanntere Form
der Schédinger-Gleichung

<_h252_|_v(r)> W(r,t) —ihglv(r t) (D.3)
2m ' et .

Diese hat als tisung .
W(r,t) = W(r)exp<—;iEt> , (D.4)

1FUr eine sehr aughrliche Behandlung von Streuprozessen quantenmechanisch zu betrachtender Teilchen

siehe z. B. Joachain 7p
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wobei E = % die Energie des sich nunmehr im Schwerpunktsystems bewegenden Teil-
chens 1 mit reduzierter Masse* ist. Die GBRek mit |k| = k ist die dazugedrige
Wellenzahl.W¥(r) ist die Losung der zu Gleichund)(3) getbrenden zeitunal@mgigen
Schidinger-Gleichung
hZ
(—mDr2+V(r)> W(r)=EW(r). (D.5)

Das Grenzverhalten vo#(r) fur |r| — o ist eine Energie- und daniitablangige Wel-
le, die sich zusammensetzt aus der einfallenden Welle mit dem Wellenkgktord einer
ausfallenden Kugelwelle,

W(r k) — AK) <exp(iko-r) + (k8,0 r”‘”) . (D.6)

Voraussetzung daf ist, dass das Potential schneller als mjit fir r — o abfallt. Die
Streuamplitudef (k, 8, @), gegeben durch das Veidnis der Amplitude der Kugelwelle zur
Amplitude der einfallenden Welle, ist ein Maikrfdie Strke der Streuung.

z

Streuzentrum

Abbildung D.1: Skizze zu im Text benutzten Koordinaten

Der differentielle Streuquerschniﬁg% beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil-
chen in das RaumelemerfidQ gestreut wird. Dieses befindet sich in Richtui8gp) vom
Streuzentrum aus gesehen, siehe Abbildingy Damit ist der differentielle Streuquer-
schnittiiber die Streuamplitudé(k, 6, @) aus Gleichungd.6) gegeben:

de _
dQ
Dertotale Streuquerschnitfo; ergibt sich aus dem Integréber alle ndglichen Raum-

richtungen, wobei wegen der Kugelsymmetrie die Integratibar ¢ ausgeiihrt werden
kann:

1f(k,0,9)|% = f(k,0,0) f*(k,0,q). (D.7)

(k) = /dQ 4 ko) = 2n/T<[:|e sin6 %S (k 0) (D.8)
Gtotal(K) = qo %) = 0 qq < 9)- .



D.1. POTENTIALSTREUUNG UND TRANSPORTQUERSCHNITTE 119

Er gibt die Wahrscheinlichkeit an, dagberhaupt eine Streuung in den Raum stattfindet.
Wie bereits in Kapitel.6 angegeben, werden im Gegensatz ddgudenTransportquer-
schnitt ¢ die differentiellen Streuquerschnitte nach ihrer Wirkung auf den Transport ge-
wichtet

Qr(K) :/dQ(l—coé e)(%(k,m. (D.9)

Stle, die einen Winkel vol = 0 haben, wo also die Elektronen quasi ungestieiter-
fliegen, gehen in die Transportquerschnitte nicht ein. Die maximale Wirkung hat eine zur
urspiinglichen Bewegungsrichtung senkrechte Streuuiig.Bfektron-Elektron-Streuung
istt = 2, fir die StRe der Elektronen an sehr viel schwereren Teilchen gill.

Fur radialsymmetrische Potentiale, wie sie hier verwandt werden, ist der Hamilton-
Operator D.2) auch in Kugelkoordinaten schreibbar. Die entsprechende zeitanglye
Schibdinger-Gleichung

R71d [ ,d L?
N LZdr <r dr) _W] VIO = EW(kr) (D.10)

Gesamtdrehimpulsoperator = r xp

lasst sich wieiir ein Wasserstoffatonben, indem man in einem Produktansatz radiale und
harmonische Anteil&m(k,r) undYim(6,®) der Wellenfunktior(r k) separiert und nach
Partialwellen entsprechend der magnetischen Quantenzaht der Nebenquantenzahl
mit den Koeffizienterg,, entwickelt.

oo+l

W(r.k) = % > cm(K)Rm(K1)Yim(6,9). (D.11)
I=0m=-—I
Das GrenzverhalterD(6) dieser Welle ergibt sich dann zu
® in(kr — 1 i
Yk AR |5 (2 + )il S'”(rer)H(cose) + (k8,0 r"‘r) (D.12)
1=

mit den Legendre’schen PolynomBricost) = /41/(2 +1)Y, o(8).
Tatsachlich ist der RadialanteRm(r,k) nicht von der Magnetquantenzahlablrangig
und zeigt firr — oo ein Verhalten
R . 1
- = A (k) sinkr — ird + 9 (K)] (D.13)
Die Grenze iir % ist also eine Welle mit-abrangiger AmplitudeA (k) und einer Phasen-
verschiebun@ (k).
Die Phasenverschiebung ist ein Effekt der Streuung, durch die die Wellenfunktion ei-
nes freien Teilchens gést wird: Istd > 0, so ist die auslaufende Welle im Vergleich zur
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ungesbrten Welle zeitlich veriagert (retardiert). Durch diénderung der Wellenfunktion
ergeben sich auch andere Eigenwerte als EnergiespektrurAnBérung der Zustandsdich-
te ist gegeben durcﬁ%ék. Man kann alsd (k) /Tt als die Zahl zuatzlicher Zushnde mit
einem Impuls Kkleiner alk interpretieren, die sichif das gestreute Teilchen ergeben. Als
Folge dieser Interpretation gibt die @3ed, (0) /tdie Anzahl ndglicher Bindungszuénde
an (Levinson-Theorem).

Aufgrund des Grenzverhaltens des Radialanteils der Wellenfunktiddel8)(wird
Gleichung D.12) wird Ausnutzung von Additionstheoremen zu

2l +1)

o ( , ,
W(r,k) — AK) go KA K i' exp(id))R (k,r)R (cosh), (D.14)
wenn die Streuamplitude gleichzeitig
f(k,8) = %( i(ZI +1)[exp(2id (k)) — 1]R (cosH)
I=
= ZTKIZ(ZI +1)explid (k)] sin(& )R (cosh) (D.15)

ist.

Unter Ausnutzung der Gleichungeb.), (D.8) und (0.9) sind nun sowohl totaler
Streuquerschnitt als der hier interessierende Transportquerschnitt &ngigkeit von den
Streuphase, angebbar. &r die in dieser Arbeit betrachtete Streuung von Elektronen an
anderen Teilchen ergeben sich die bereits angegebenen Gleichdré@mud @.64).

D.2 Bemerkungen zur Numerik

Zur numerischen Bestimmung der Streupha§esind verschiedene Verfahren entwickelt
worden. Das bekannteste ist das Numerov-Verfahxemierov 23, das sich — straight for-
ward — auf die bsung der Sclidinger-Gleichungir radialsymmetrische Potential@.(0)
stitzt, um mit Hilfe der Grenzbedingunge.p) die Streuphasen zu berechnen. Diese Me-
thode hat den Nachteil, dass die bei hohen Energien stark oszilierende WellenfuHktion
direkt berechnet wird — numerisch ein eher kritisches Unterfangen. Die Amplituden-Phasen-
Methode (APM) Peacher 7pvermeidet dies, muss aber eine nichtlineare Differentialglei-
chung 2. Ordnungdsen — numerisch ebenfalls anspruchsvoll. Die WKB-Methode nach
[Wentzel 26 Kramers 26 Brillouin 26] ist schliel3lich eine quasiklassischéerung mit
der entsprechenden Beséhkung/ — 0. Diese Niherung arbeitet gufif grol3e Neben-
guantenzahleh[Sigeneger 8¢

Trotz der Kombination dieser Verfahren kann es zu verschiedenen numerischen Schwie-
rigkeiten kommen. So sind die Ergebnisse, die n&ibgneger fentstanden sind, gutif
die Coulomb-Streuung an einfach geladenen Teilchen, siehe &igdnkger 8B Fur die
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Streuung von Elektronen an mehrfach geladenen lonen ergeben sich dann allerdings teilwei-
se Verhufe fr die Transportquerschnitte, wie in Bil2l2 gezeigt. Da bei der notwendigen

8

10 — T — T
107;_,__._j.\.\ —— Sigeneger: Z=5,1,=1.0 a, .;
; \\ — — - Gericke: Z =35, rD=l.0 a, j
106§_ '\\,.:\ ... Sigeneger: Z=1,1,=1000a,
<F TR~ . —.. Gericke:Z=1,1,=1000a, 3
10 - ':,\.'\.\ - —.. Gericke: Z= 1, 1,=500 a =
“m o 4f N, S 3
,a \. |
< 10 F <, ~. E
g N: . . E
g 10F N~ ! E
2: 3
10 __1__
b
10
(U
10°F
-1[ Ll
10 2 -1
10 10

. -1
kin ag

Abbildung D.2: Einige Beispielelir numerische Schwierigkeiten bei der Berechnung der
Transportquerschniti@r.

Integralbildungiber die Transportquerschnitte eine Splinefunktion durch bereits berechnete
Punkte gelegt wird, wirken sich diese numerischen Instakelit unginstig auf die Genauig-

keit der Berechnung der Kraft-Kraft-Korrelationsfunktiondr6() aus. Hinzu kommt, dass

ein Abschirmradius vonp = 1 ag typisch ist fir die Systeme, die in dieser Arbeit betrachtet
werden. Besser geeignéirfdiese Arbeit ist deshalb ein anderer Code zur Berechnung der
StreuphasenGericke 0]. Dieses Ergebnis ist dargestellt durch die gestrichelten Linien in
Bild D.2. Dieser Code hat wegen der ausschlief3lichen Benutzung des Numerov-Verfahrens
Probleme bei sehr grol3en Abschirmradien, also sehr langreichweitigen Potentialen, wo sehr
viele Streuphasen berechnet werdeiissen. So zeigt BildD.2 als Beispiel den deutlich
Uberldhten Transportquerschnitirfdie Streuung eines Elektrons an einem einfach gelade-
nen lon fir einen Abschirmradius vor, = 1000ag. Solche Abschirmradien treten bei den

in dieser Arbeit gezeigten Berechnungen in der Regel nicht auf, weshalb dem Numerov-
Verfahren in der numerischen Umsetzung v@eficke 0] der Vorzug gegeben wurde.

Da sich die Transportquerschnitte mit zunehmender Abschirgd aneinander aahern,

kann im in BildD.2 gezeigten Fall der Transportquersch@ﬂ(rD = 100(ng) ersetzt wer-

den durchQ®(rp = 500ag). Da die Ermittelung der Transportquerschnitte, insbesondere
wenn viele Streuphasen berechnet werdéissen, sehr lange dauern kann (Tage auf einer
XP1000 mit A21264(EV67)-Prozessor, 667 MHz), spart dieses Verfahretiztich eine

ganze Menge Rechenzeit.



Anhang E

Die Konstruktion eines
Pseudopotentials

Um ein Pseudopotential zu konstruieren, &gt man zu@dchst als Referenz das all-
electron—Potential und die Valenzzaustle eines einzelnen Atoms im Grundzustand. Dieser
korrespondiert mit der Annahme, dass die totale Energie

E*(p) = E""(p) + E**(p) + E(p) + E®™(p) (E.1)

der vorhandeneN Elektronen als Funktional der Elektronendiclpig) minimal ist. Das
Dichtefunktionalp erfilllt dabei die Bedingungerfip(r)d®r = N undp(r) = 5; fi|Wi(r)|?
mit den Wichtungsfaktorefy = 1 furg; < ey, fi =0 furg > ey und 0< f; < 1 flrg = ey.
Die einzelnen Anteile der totalen Energie in GleichuBdl) sind die kinetische Energie
EKIn der Elektronen, die Austausch- und Korrelationsantéife die Energie aufgrund der
elektrostatischen AbstoRung der Elektrorignp) = 1”(”‘3( )d3rd3r und der aus dem

externen Kernpotentialé®' = —Z €& /r resultierenden Energl:‘ee“( )= [drV®'p(r). Das
Minimum der totalen Energid 1) wird selbstkonstistent aus den Kohn-Sham-Gleichungen
fur die einzelnen Elektronen

3PV 8 Wi =0 E2)

mit dem effektiven Potential

XC
Veff p’ / | 3 a (ﬁ[))) +VeXt(l‘) (E.3)
gewonnen.

Geht man von Kugelsymmetrie aus, dann kann man die Kohn-Sham-Gleichiingen (
entsprechend separieren undatllasAquivalent zur radialen Schdinger-Gleichung. In
diese lbnnen, soferndtig, auch relativistische Effekte mit einbezogen werdemchs 99.
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Der am wenigsten festgelegte Parameter in den Gleichurigéh ynd E.3) ist der
Korrelations- und Austauschanteil der Energf€. Es gibt verschiedene &herungenifr
EXC, die gewbhnlich das Ziel haben, die Barimke im Festkrper richtig zu reproduziereh.
In local density approximatio(LDA) werden die Austausch- und Korrelationsenergien ei-
nes Elektrong*® fur ein (lokal) homogenes Elektronengas berechnet, sogi&s®? =
eX~LDA (p(r)) = e<-LPA (1) gilt. Die generalized gradient approximatiqGGA) verwen-
det zu&tzlich noch Ortsableitungen des Dichtefunktionals. Dadurch gilt im Gegensatz zum
Korrelations- und Austauschpotential der LDA-Rechnung

_ d .
Vet o) = 14 pir) | £ LA oir) €4
fur die GGA-Naherung (in kartesischen Koordinaten)

VXC—GGA(p I’) — i_ : 0 0
’ ap i; aDip

Ein bekanntes Problem der LDA- und GGAahkrungen ist, dass die Baiidke in
Halbleitern in der Regel als viel zu klein abge&atit wird. Abhilfe schafft die Verwen-
dung vonexact exchangéEXX) [ Stadele 97 als weiterer Myglichkeit zur Berechnung von
E*. In dieser Niherung wird das Korrelationsfunktional in LDA, das Austauschfunktional
zweier Elektronen aber exakt berechnet.

Der réchste Schritt zur Konstruktion eines normkonservierenden Pseudopotentials
ist nun, sich ein sogenanntabgeschirmte$seudopotentidlPSs¢" zu konstruieren, dass
als effektives Potential auf die Valenzzaustle wirkt —ahnlich wie in den Kohn-Sham-
Gleichungen E.2) bzw. in den entsprechenden radialen nonrelativistischeno8utger-
Gleichungen. Es gilt also

p(r)e* A (p(r), |Op(r)]). (E.5)

1d?2 1(1+1)

gzt oz VD) — & (e ) =0 (E.6)

zu losen, wobei die geforderten Eigenschaftefiléréein nmissen:

e die Eigenwerte der Pseudowellenfunktion und der all-electron—Wellenfunktion stim-
meniberein:

S
SF = 8n|

1im Code hi98PP sind eine ganze Reihe diesémhthkeiten zur Berechnung vaB*¢ implementiert,
angefangen voélteren LDA-RechnungerWigner 34 Hedin 7] bis zu den heutedufig benutzten LDA- oder
GGA-Naherungenijngeren Datums wielerdew 96Lee 8§.

2f{r Begriff siehe KapiteV.3.2
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e die logarithmische Ableitung der Pseudowellenfunktionen — und damit das entspre-
chende Potential — tendiert ab einem bestimmiteiptiingigen Radius zu der all-
electron—Wellenfunktion:

ps

gInu *(ef%r) —

d ..
ar —Inun (gni,r) far r>rf

dr

o die Amplituden der Wellenfunktionen gehe‘itr’r > rf ineinandeiiiber,uf*(ef*,r) —
Uni (€n1, ), und sind normiertfs” [uP*(e°,r)|2dr = J5” |uni(€ni,)|2dr. Das heift, dass
sowohl fir das tatachliche Atom als auchif das Pseudoatom im Kerrcgm > rf)
die gleiche Ladung vorhanden ist

r/
/]u (e r yzdrz/o |Uni (1, 7)[?dr

e die Pseudowellenfunktion ist knotenfreijrfeine gewisse Glattheit zwei Mal diffe-
renzierbar und et zusatzlich lime_ou’*(r) ~ r'+1,

Das abgeschirmte Pseudopotential ergibt sich dannE&@s\ia

1(1+1 1 &
V) =& (2r2 = ZUIOS(r)ﬁu'ps(r)‘

Die Schemata zur Berechnung der Pseudowellenfunktion nach Harndanmahn 89
und Troullier/Martins Troullier 91] unterscheiden sich in den Aatzen fir den radialen
Anteil der WellenfunktioruP(r). Der wichtigste Unterschied ist, dass bei Troullier/Martins
die Wellenfunktionen exakt bei= r{ ineinandefibergehen, éhrend sie bei Hamann expo-
nentiell gegeneinander tendieren. Au3erdem werden bei Troullier/Martidtzlioke An-
nahmen beiglich der Ableitungen der Wellenfunktion gemacht: Die zweite Ableitung von
V”%(r) verschwindet ifir r = 0 und die ersten vier Ableitungen der all-electron— und der
Pseudowellenfunktion stimmedrfr > rF Gberein.

Zieht man nun noch die elektrostatischen sowie die Austausch- und Korrelationsanteile
der Valenzelektronen ab

V() = Vf’sscr()— “(po 1) —V*(pg.1) (E.7)

2
mit pp’ = 4TIZ

erhalt man das endgdtige Pseudopotentialif die Wechselwirkung eines (Valenz-) Elek-
trons mit dem Kern des Atoms.

s,,

)
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